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RESUMO

A disciplina de Matematica é uma das mais importantes nao sé pela aplicagao no dia a dia, mas
também pelo seu contributo para o desenvolvimento do raciocinio. O raciocinio necessario para
a resolucao dos problemas matematicos, pode ser utilizado em muitas dreas do conhecimento. A
Matematica destaca-se como a disciplina mais importante do mundo moderno com aplicagoes di-
versificadas na area financeira, na industria, na investigacao e na informatica. Esta universalidade
exige um grande investimento no seu ensino. A Probabilidade, normalmente associa-se a algumas
palavras como sorte, risco, azar, incerteza e divida. A Teoria das Probabilidades tenta quantifi-
car a nogao de provavel. A Estatistica recorrendo a ntimeros, tabelas e gréaficos procura resumir,
organizar e representar os dados das mais diversas areas de atividade. O desenvolvimento das tec-
nologias disponibiliza & Estatistica computadores com grande capacidade de processamento. Esta
capacidade computacional permite tratar uma grande quantidade de dados estatisticos complexos
que era uma tarefa muito morosa e custosa. A presente tese propoe a utilizacdo do software R
para o estudo das Probabilidades e Estatistica nas aulas do Ensino Secundéario em Timor-Leste.
O software R é um programa computacional livre desenvolvido em 1993 por Robert Genglemet e
Ross Thaka. Nesta tese apresentam-se de um modo detalhado os temas constituintes das unidades
curriculares de Probabilidades e Estatistica da disciplina de Matematica do 122 ano: nogoes e con-
ceitos das Probabilidades, da Estatistica descritiva e indutiva, modelos paramétricos e estimacgao
pontual de parametros desconhecidos dos modelos Bernoulli, Binomial, Poisson e Normal e ainda

a estimagao dos coeficientes do modelo de regressao linear simples e sua aplicagao.

Palavras-chave: Matematica, Probabilidades e Estatistica, Software R.
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ABSTRACT

The Mathematics is one of the most important course not only for application in everyday life,
but also for its contribution to the development of reasoning. The reasoning required to solve
mathematical problems can be used in many areas of knowledge. Mathematics stands out as
the most important discipline of the modern world with several applications in finance, industry,
research and informatics. This universality requires a great investment in their teaching. The
Probability is associated with some words like luck, risk, chance, uncertainty and doubt. The
Probability Theory attempts to quantify the notion of probable. The Statistics using numbers,
tables and graphs looking summarize, organize and represent data from various fields of activity.
The development of technological allows to Statistics use computers with high processing capacity.
This computational power allows analyzing a large amount of data using more complex statistical
methods that was a very tiring and expensive task. This thesis proposes the use of the R software
for the study of Probability and Statistics in classes of Secondary Education in Timor-Leste. The
R software is a free software developed in 1993 by Ross Thaka and Robert Genglemet. In this
thesis are presented, in a detailed way, the subjects of the courses of Probability and Statistics in
Mathematics of Year 12: notions and concepts of Probability, descriptive and inductive Statistics,
parametric models and point estimation of unknown parameters of Bernoulli, Binomial, Poisson
and Normal models and also the estimation of the coefficients of the linear regression model and

its application.

Key words: Mathematics, Probability and Statistics, Software R.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Enquadramento da Tese

A Reptblica Democratica de Timor-Leste encontra-se numa fase de profundo investimento no
sistema educativo, tendo como principal objetivo garantir o acesso de todas as criancas e jovens a
uma formagcao bem estruturada e sélida, ao nivel das melhores praticas internacionais, contribuindo
deste modo para o desenvolvimento do pais. Para atingir este propésito, o governo de Timor-Leste
estd a realizar um forte investimento na formacao continua e inicial de professores nos diferentes
niveis de ensino, garantindo deste modo uma preparacao cientifica e pedagdgica do corpo docente

fundamental para a reforma profunda do processo ensino-aprendizagem.

Nos diferentes niveis de ensino foram elaborados novos programas com novas metodologias
e nomeadamente na disciplina de matematica do ensino secundéario é proposta uma abordagem
exploratéria dos contetidos sempre que possivel com o uso de calculadoras graficas e/ou compu-

tadores.

O Ministério da Educagao de Timor-Leste, no seu documento orientador a Lei de Bases da

Educagao (2008), salienta como objetivos a atingir na Matematica ao nivel do ensino secundério:

e Asgsegurar e aprofundar as competéncias e os contetidos fundamentais de uma formagao e de
uma cultura humanistica, artistica, cientifica e técnica, como suporte cognitivo e metodolé-

gico necessario ao prosseguimento de estudos superiores ou a insercao na vida activa;
e Assegurar o desenvolvimento do raciocinio, da reflexao e da curiosidade cientifica;

e Desenvolver as competéncias necessarias a compreensao das manifestagoes culturais e esté-

ticas e possibilitar o aperfeicoamento da expressao artistica,
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e Fomentar a aquisi¢ao e aplicagdo de um saber cada vez mais aprofundado, assente na leitura,

no estudo, na reflexdo critica, na observacao e na experimentacao;

e Fomentar, a partir da realidade, e no apreco pelos valores permanentes da sociedade, em
geral, e da cultura timorense, em particular, pessoas activamente empenhadas na concretiza-
¢ao das opcoes estratégicas de desenvolvimento de Timor-Leste e sensibilizadas, criticamente,

para a realidade da comunidade internacional;

e Assegurar a orientacido e formacao vocacional, através da preparacao técnica e tecnoldgica

adequada ao ingresso no mundo do trabalho;

e Facultar contactos e experiéncias com o mundo do trabalho, fortalecendo os mecanismos de
aproximacao entre a escola, a vida activa e a comunidade e dinamizando a fun¢ao inovadora

e interventora da escola;

e Assegurar a existéncia de hdbitos de trabalho, individual e em grupo, e fomentar o desen-
volvimento de atitudes de reflexdo metddica, de abertura de espirito, de sensibilidade e de

disponibilidade e adaptagdao & mudanca.

O Ensino Secundario de Timor-Leste estd organizado em duas areas: Ciéncias e Tecnologias
e Ciéncias Sociais e Humanidades, cada uma dela com um conjunto de disciplinas especificas. A
Estatistica integra a unidade temética Tratamentos de Dados existente no plano curricular do 7¢
ano e 82 ano de escolaridade. No Ensino Secundario as Probabilidades e Estatistica correspondem
a unidade tematica 9 do programa de Matematica, disciplina obrigatéria, para os alunos da drea
das Ciéncias e Tecnologias e cujos objetivos de aprendizagem apresentados no Plano Curricular

do Ensino Secundario Geral (2011) sao:

1. Compreender a relagdo entre o avanco cientifico e o progresso da Humanidade;

2. Aprofundar uma cultura cientifica e humanistica que constitua suporte para o prossegui-

mento de estudos como para a insercao na vida activa;

3. Contribuir para o desenvolvimento da existéncia de uma consciéncia critica e interventiva
em areas como o ambiente, a satide e a economia entre outras formando para uma cidadania

ativa e participativa;

4. Desenvolver a capacidade de usar a Matematica como instrumento de interpretacao e inter-

vengao no real;

5. Desenvolver as capacidades de formular e resolver problemas, de comunicar, assim como a

memoria, o espirito critico e a criatividade;
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6. Desenvolver a compreensao da Matematica como elemento da cultura humana, incluindo

aspetos da sua histoéria;

7. Analisar situagoes da vida real identificando modelos matemdticos que permitam a sua

interpretagao e resolugao;

8. Interpretar fenémenos e resolver problemas recorrendo a funcgoes e seus gréaficos por via

intuitiva e analitica;

9. Desenvolver a capacidade de formular hipdteses e prever resultados, assim como validar

conjeturas e fazer raciocinios demonstrativos usando métodos adequados;

10. Desenvolver atitudes positivas face a Matemética e a capacidade de apreciar esta ciéncia.

No anexo A encontra-se a Unidade Tematica 9 - Estatistica Descritiva e Indutiva, do programa

de Matemaética do 122 ano de escolaridade em vigor em Timor-Leste.

1.2 Objetivos da Tese

A presente trabalho tem os seguintes objetivos principais:

e Conhecer os conceitos e resultados relativos a Estatistica, Analise Combinatoria e Probabi-

lidades usados no Ensino Secundaério;
e Conhecer a perspetiva histérica dos conceitos matematicos envolvidos;

e Aprender as Probabilidades e a Estatistica com instrumentos de interpretacao e intervengao

na realidade;

e Utilizar o software R apropriado para tratamento dos temas estudados.

1.3 Estrutura da Tese

Esta tese estda organizada em sete capitulos. No primeiro capitulo apresenta-se a realidade da
educacao em Timor-Leste e o esforco do governo deste pais para atingir uma boa qualidade de
educacao de nivel internacional. Sao também referidos para além dos objetivos, as principais
dificuldades na aprendizagem das Probabilidades e Estatistica. No segundo capitulo faz-se uma
breve introdugao ao programa computacional R que é um programa livre com um nimero crescente
de utilizadores e usado na area da Estatistica. No terceiro capitulo apresentam-se as nogoes e os

conceitos das Probabilidades. O capitulo 4 é dedicado a Estatistica Descritiva do programa do 122
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ano com métodos de recolha, apresentacgao e interpretacao dos dados através de tabelas e graficos.
No capitulo 5 os modelos paramétricos incluidos no programa sao apresentados e estudados com
algum detalhe. O capitulo 6 é reservado as técnicas de estimagao de parametros desconhecidos de
modelos (Bernoulli, Binomial, Poisson e Normal). O modelo de regressao linear simples também
é aqui estudado com detalhe. As conclusées do trabalho e o trabalho futuro sao apresentadas no

capitulo 7.

1.4 Dificuldades na Aprendizagem das Probabilidades e Estatis-

tica

Os alunos no Ensino Secundério tém normalmente uma visao parcial da utilidade da Estatistica
associando-a apenas a organizacao de dados ntiimericos de uma amostra ou aos calculos de média
aritmética, desvio padrao, percentagem ou & elaboracao de graficos. A Estatistica pode ser utili-
zada em todas as dreas do conhecimento como ferramenta e é considerada a tecnologia da ciéncia,

auxiliando a pesquisa desde o planeamento até a interpretacao dos dados.

A visao restrita da Estatistica pelos alunos pode ser explicada pelo facto de que na disciplina
de Matemética geralmente se ensinar apenas a Estatistica descritiva. A Estatistica inferencial, é

geralmente precedida de muita teoria das probabilidades e nao é aprofundada.

A recomendacao para o ensino da estatistica de acordo com Garfield e Ahlgren (1988) ¢é in-
troduzir os tépicos com atividades e simulacoes concretas, tentando explicar aos alunos que a
Matemaética nao é apenas simbolos, regras e convencgoes mas tem a sua utilidade na vida real. As
ilustragoes e os métodos de exploracao de dados permitem apresentar a Estatistica descritiva sem

os conceitos de probabilidades.

De um modo geral, os alunos sentem-se mais motivados para trabalhar dados que lhes estao
associados, nomeadamente o peso, altura, distancia da casa a escola e nimero de irmaos. Estes
dados sao um bom instrumento de trabalho para introduzir os conceitos estatisticos. De acordo
com Stuart (1995) e Garfield e Chance (2000), deve-se iniciar a aprendizagem facilitando a lin-
guagem e priveligiando a visualizacdo grafica, para que o aluno possa, entdo, comparar a sua
intuigao, a sua habilidade visual e o conceito estatistico. Fernandes e Barros (2005) questionam
os conhecimentos dos professores dado que para o ensino das Probabilidades e Estatistica deixa a

sua compreensao de forma a levar os alunos a raciocinar corretamente.

A propésito do curriculum da disciplina de Matemética no documento Plano Curricular do
Ensino Secunddrio Geral, em Timor-Leste, é referido que "o professor deve propor aos alunos a
realizacao de diferentes tipos de tarefas, dando-lhes indicacOes claras em relagao ao que se espera
da atividade a desenvolver e apoiando-os na sua realizacdo. Ao aluno podem proporcionar-se

experiéncias matematicas diversificadas, nomeadamente, resolver problemas, realizar atividade
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de natureza exploratéria, desenvolver pequenos projetos, participar em jogos e ainda resolver

exercicios praticos.”

Ghinis et. al. (2009) nas suas investigacoes sobre as dificuldades na apreendizagem estatistica
conseguiu descobrir dois tipos de dificuldades. O primeiro tipo de dificuldade associada aos alunos
prende-se com a compreensao dos conceitos basicos da Estatistica, a suposicao e conclusao do
problema estatistico, a definicdo do método para obter a solugao, a aplicagdo do método apropriado
da Estatistica, a validacao do método da solucao, a utilizacao dos cenceitos da Estatistica na vida
real, a interpretacao dos resultados de um teste estatistico e a operacdao matematica para obter
a solugao. O segundo tipo de dificuldades estd associada aos professores e é a apresentagao dos
conceitos bésicos da Estatistica, a organizacdo dos dados na sala de aula, a andlise dos dados, a
intrepretagao dos resultados de um teste estatistico e o ensino com o projetor ou slides. Garfield
e Ahlgren (1988) e Ghinis at. al. (2009) defendem o ensino das Probabilidades e Estatistica com
recurso ao software sugerindo aos professores o uso do software na sala de aula e o trabalho com

dados concretos envolvendo os alunos na recolha, organizacao e interpretagao desses dados.

Fernandes (1999) analizou o desenvolvimento e a introducéo das Probabilidades e Estatistica
no ensino aprendizagem em varios paises. O autor afirma que na Austria até 1970 faziam parte
do curriculo escolar o calculo combinatério que em seguida era aplicado ao célculo de probabi-
lidades. Na Alemanha em 1980 verificaram-se alteragoes importantes resultantes da introdugao
das probabilidades e da estatistica inferencial com uma pequena parte da estatistica descritiva
nos dois tltimas anos do ensino secundério, e recentemente foi incluida a andlise exploratéria de
dados. Em Inglaterra, as deficiéncias do ensino da Estatistica, foram apontadas pelos profissionais
de estatistica desde a década de 70, como alvo o ensino da estatistica , enquanto parte da sua
educagao geral dos alunos dos 11 aos 16 anos. Nos Estados Unidos a estocdstica é o termo usado
para designar conjuntamente o estudo das Probabilidades e Estatistica, e tem sido utilizado par-
ticularmente na Europa Continental. Fernandes (1999), refere que ainda nao constitui um hébito
no ensino da Matematica, e presentemente muito pouca estatistica é ensinada aos alunos antes de
entrarem no Ensino Superior. A Hungria introduziu a estocdstica ao nivel de escolaridade bésica
em todos os anos (do 72 ao 82 ano de escolaridade) que fazia parte do respetivo programa de
matematica com de a designacao de estocdstica. Em Portugal, a questao do ensino das Probabili-
dades e Estatistica tem sido influenciada pelas opgoes dos outros paises da Europa. No ambito da
Estatistica e Probabilidades o programa da disciplina de Matematica da area cientifico-naturais
de 1979/80 incluia no 112 ano de escolaridade tépicos de Céalculo Combinatério e de introdugao
a Hstatistica e as Probabilidades. Atualmente a Estatistica tem vindo a ganhar protagonismo a

nivel dos programas da Matematica desde os primeiros anos do ensino bésico até ao secundario.

Ponte & Fonseca (2001) referem que em Inglaterra, um dos paises pioneiros deste campo, a
Estatistica comecou a ser incluida na Matematica do Ensino Secundario no final dos anos 50,

estreitamente ligada ao estudo das probabilidades e com uma orientagao marcadamente tedrica
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(com especial relevo para o estudo de testes de hipdteses). Este autor faz também uma distingao

do lugar ou tendéncia da Estatistica no curriculo, de trés paises da Europa.

1. Enfase no processo de Andlise de Dados, na perspetiva em que esta ciéncia é utilizada na
sociedade, tendo em conta que o uso de dados faz parte da vida de todos os dias (tendéncia

predominante em paises como a Inglaterra);

2. No curriculo da Matemadtica, por vezes designada por Estocdstica, enfatizando aspetos con-

ceptuais e/ou computacionais (abordagem seguida, por exemplo em Franga);

3. Como “state”istics, ou seja, como uma ferramenta auxiliar para o estudo de diversos assuntos

e disciplinas escolares (tendéncia visivel, por exemplo, na Suécia).

Com o desenvolvimento das tecnologias, os computadores sao muito usados como recurso ou
ferramenta por vérios cientistas nas mais variadas areas de estudo, isto é para calcular, desenhar,

para simular, etc. Em termos de Matemadtica, Ponte (1991) afirma:

”As relagoes entre a Matematica e o computador sdo complexas e interativas, desenvolvendo-
se nos dois sentidos. Por um lado a Matematica é responsavel por contributos decisivos para o
seu surgimento e continuo aperfeicoamento, de tal forma espetacular que as suas capacidades em
certos tarefas, ultrapassam as do proprio pensamento humano. Por outro lado a Matematica como
ciéncia dinamica e em constante evolugao, vé o seu desenvolvimento ja hoje influenciado pela sua

existéncia, tanto no que respeita aos problemas como aos métodos de investigacao.”

Atualmente existem muitos programas de computadores para apoiar os alunos na apreendi-
zagem. Na Probabilidade e Estatistica, o R é um recurso importante no tratamento de dados.
O R desenvolvido por Ross Thaka e Robert Gentleman fornece uma linguagem basica com um
bom desempenho no processo de anélise, representagao e interpretacao os dados. Athayde (2013),
propoe um manual de utilizacdo do software R, no ensino da Estatistica para o ensino superior,
que vai sustentar toda a parte grafica e computacional imprescindivel a aplicacao da Estatistica.

As vantagens de usar o software R de acordo com Muenchen (2011) sao:

e O R oferece um vasto conjunto de métodos de andlise estatistica;
e O R oferece frequentemente implementacoes de novos métodos;

e O R tem uma vasta lista de livrarias recomendadas;

O R rapidamente se transformou numa linguagem universal para tratamento de dados;

Os graficos em R s@o extremamente flexiveis e apresentam uma boa resolugao;

O R é muito flexivel no tipo de dados que podem ser analisados;
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O R permite desenvolver programas especificos proprios;

O R permite alteragoes as fungoes disponiveis;

As funcoes especificas sdo tratadas de igual modo que as fungoes existentes no programa;

e O R corre nas plaformas, Windows, Macintosh, Linux, e UNIX;

O R é livre e pode ser facilmente descarregado da internet.
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Capitulo 2

O Software R

2.1 Introducao

O R é uma linguagem de programacao e um ambiente de computacao estatistica e construcao de
graficos. Esta linguagem é uma variante da linguagem comercial S desenvolvida no Bell Labora-
tories por John Chambers que ganhou o prestigiado prémio de software da organizacdo ACM!. A
linguagem R foi criada originalmente por Ross Ihaka e por Robert Gentleman no departamento de
Estatistica da Universidade de Auckland, Nova Zelandia e tem sido desenvolvida por um esforgo
colaborativo de pessoas em varios locais do mundo. A designacao R esta associada as iniciais do

nome dos 2 criadores, como refere Muenchen (2011).

Este software contém uma linguagem de programagdo que permite a computacdo de uma
grande variedade de métodos de estatisticos e técnicas graficas. Um dos pontos fortes do R é
a facilidade com que produz graficos bem delineados e de alta qualidade para impressao com
possibilidade de inclusao de formulas e simbolos matematicos quando necessario. Além disso, o
software R também apresenta uma série de recursos graficos que permitem a descricao detalhada
de todos os aspetos que se podem querer personalizar num grafico, como a cor, tipo e tamanho

da letra, titulos e sub-titulos, pontos, linhas, legendas e planos de fundo.

2.2 Instalagao do R

O processo de instalacdo do R depende de sistema operativo onde se pretende efetuar essa operagao.
O R estd disponibilizado como software livre e aberto para todos os sistemas operativos (Linux,

Unix, Windows, MacOs, etc). Para descarregar o R, deve-se aceder ao site www.r.project.org,

! Association for Computing Machinery
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depois click em CRAN?, escolher o servidor mais préximo e fazer o download. Apés o termino
da instalacao, aparecerd a janela de finalizacdo do instalador onde deve optar por "Concluir”. A
partir desse momento, o R ja pode ser usado. A intalacdo do R estd descrita no anexo B e para

mais detalhe consultar Torgo (2009).

2.3 Leitura de ficheiros

A maneira mais facil de inserir dados em objetos no R é a leitura de arquivos. Ele pode ler
arquivos de estruturas simples com as extengoes .txt. Também é possivel importar outros tipos

de arquivos mais complexos como .xls mas nesse caso aconselha-se a salva-lo como .tzt.

Quando se salva uma area de trabalho, guarda-se o nome e o conteido dos objetos. Todos os

comandos executados e todos os resultados nao armazenados em objetos sao perdidos.

Esta caracteristica do R recomenda que se trabalhe no R em associagdo com um editor de
texto da sua preferéncia. Alguns editores de texto muito tteis sdo: o script do R, o Bloco de notas
do Windows, o Tinn-R, o WinEdt e o Emacs. Esses editores sao usados tanto para elaborar os
arquivos de dados que serao lidos pelo R, como para armazenar rotinas (conjuntos de linhas de

comando) com vista a utilizagdo futura.

Para ler uma tabela de dados no R usa-se a fungao read.table(). Esta funcao 1é o arquivo e
armazena-o na forma de data frame num objeto. O primeiro argumento dessa funcao refere-se
ao nome do arquivo a ser lido. Esse argumento deve vir entre aspas. O endereco desse arquivo
também deve ser passado ao R. Para isso, tem-se duas opgoes: (1) Na barra de menu, botao
Arquivo, mudar diretério para o lugar onde se encontra o arquivo; (2) Escrever todo o enderego
do arquivo dentro do primeiro argumento da funcdo read.table(). O segundo argumento dessa
fungao refere-se ao cabegalho (nome) das colunas de dados contidas no arquivo. Se as colunas
tiverem cabegalho (header), entdo deve-se digitar h = TRUE, caso contrario, h = FALSE.

Exemplos de comando de leitura de arquivo quando se muda o diretério de leitura para o lugar

onde o arquivo estd armazenado
> read.table("nome.txt” ,h = TRUE)
e quando o enderego completo é passado na funcao

> read.table(”C : \ \ Meus Documentos \ \nome.tzt”,h = TRUE)

2Compreensive R Archive Network
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2.4 Help

O método mais ficil de se aprender a usar R é consultar os seus tépicos de ajuda. Os tipos de
ajuda no R sa@o basicamente:

e help(’funcao()’): Esta ajuda deve ser solicitada quando se sabe da existéncia de uma fungao
(sabe-se seu nome exato), mas existe dividas em como usi-la. Se o pacote que contém essa

funcao estiver instalado serd aberta a respectiva documentagao;

e help.search(’ ’): quando se deseja investigar a existéncia de uma fungao, esta ajuda recebe
uma palavra-chave (em Inglés) e retorna todas aqueles fungoes que contém aquela palavra
na sua documentacdo. A busca é feita nos pacotes existentes no computador em questao,
ou seja, se uma busca nao retornar nenhum resultado adequado, nao significa que a funcao

nao existe, mas sabemos pelo menos que nao esta instalada naquele computador.

2.5 Objetos

Mais que um software que realiza andlises estatisticas o R é um ambiente de trabalho e uma
linguagem de programacao orientada a objetos. Nesta linguagem ntmeros, vetores, matrizes,
arrays, data frames e listas podem ficar armazenados como objetos. Para criar um objeto é sé
atribuir um valor a um nome, ou seja, quando se coloca um valor dentro de um objeto, este passa

a existir automaticamente. Uma atribuicao pode ser feita usando o sinal de = ou < —.

1. Numero

E possivel atribuir apenas um nimero a um objeto.

Por exemplo, o seguinte comando atribui o ntimero 6 ao objeto a
> a<-6

e o nimero 3 ao objeto x.

> x<-3

Para verificar quanto vale o objeto, digite apenas o seu nome e faca enter.

> a
(1] 6
> X
[1]1 3
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Uma vez criados, os objetos podem ser usados em contas, equacoes, funcoes e sistemas.

> at+x # soma

(1] 9

> x—a # subtracao

(1] -3

> at6

[1] 12

> x*a # produto de escalares
[1] 18

> a/x # divisao

[1] 2

> x"a # potenciacao

[1] 729

> sqrt(x) # raiz quadrada
[1] 1.732051

O resultado de uma operacao matematica pode, por sua vez, ser guardado dentro de um
terceiro objeto.

> d<-3*%a+72/x
> d
[1] 42

. Vetor

Uma das vantagens do R é a possibilidade de transformar um vetor de dados num vetor de
resultados obtido pelo uso de uma funcao. Os elementos dos vetores podem ser nimeros,
palavras ou valores 16gicos (F (falso) ou V (verdadeiro)). Para se atribuir um conjunto de
valores a um objeto pode-se usar o comando c¢(), onde os valores aparecem separados por

virgulas, dentro de parénteses.

> v<-c(5, 8, 22, 32.12, 11.14, b5)

> x<-sqrt(v)-2*v

> X

[1] -7.763932 -13.171573 -39.309584 -58.572549 -18.942336 -7.763932
> x1<-round(x,2) # arredonda o x para 2 digitos

> x1
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(1] -7.76 -13.17 -39.31 -58.57 -18.94 -7.76
> x1[3] # elemento na posicao 3 do vetor x1
[1] -39.31

> x1[5] # elemento na posicao 5 do vetor x1
[1] -18.94

3. Matriz
Uma matriz pode ser criada usando a funcao matriz(). Essa fungao tem como argumentos

o conjunto de dados, o nimero de linhas e o nimero de colunas da matriz.

> b<-matrix(c(3,5,7,6,8,-2,4,11,6),3,3)
>b
[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 3 6 4
[2,] 5 8 11
[3,] 7T -2 6

> diag(b) # diagonal principal da matriz b
[1] 386

> bi<-matrix(rep(5,9),3,3)
> bl
[,11 [,2] [,3]
(1,1 5 5 5
[2,] 5 5 5
[3,] 5 5 5

> b2<-rbind(b[1,], b1[3,]1)
# criar nova matriz com a linha 1 da matriz b e linha 3 da matriz b1l
> b2
(,11 [,2]1 [,3]
[1,] 3 6 4

[2,] 5 5 5

> b3<-cbind(b[, 1], bi[,3])
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# criar nova matriz com a coluna 1 da matriz b e coluna 3 da matriz bil

> b3

[,11 [,2]
[1,] 3 5
[2,] 5 5
[3,] 7 5

> 2%b2 # 2 vezes da matriz b2
[,11 [,2] [,3]

[1,] 6 12 8

[2,] 10 10 10

> b+bl # adicao da matriz b e bl
[,11 [,2]1 [,3]

[1,] 8 11 9

[2,] 10 13 16

[3,] 12 3 11

> t(b) # transposta da matriz b
[,11 [,2] [,3]

[1,] 3 5 7

[2,] 6 8 -2

[3,] 4 11 6

> b*bl # multiplicacao da matriz b e bl
[,11 [,2] [,3]

[1,] 15 30 20

[2,] 25 40 55

[3,] 35 -10 30

> b2*b3 # multiplicacao da matriz b2 e b3
[,1]1 [,2]

[1,] 9 25

[2,] 25 25

[3,] 49 25

> det(b) # determinante da matriz b
[1] 228
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> det(b+bl) # determinante de adicao da matriz b e bl
[1] 528

> bl-b # subtracao da matriz b e bl
[,11 [,2] [,3]

[1,] 2 -1 1

[2,] 0O -3 -6

(3,1 -2 7 -1

4. Array
Os arrays representam uma generalizacao de uma matriz ou seja extensoes das matrizes para
mais do que duas dimensoes. Quando tem trés dimensoes, um array pode ser entendido como

um conjunto de matrizes de mesma dimensao. O comando para o array é o array().

> d<-array(50:100, dim=c(2,5,5))

# criar uma matriz com numeros de 50 a 100,
#

>

em 5 matrizes de 2 linhas e 5 colunas

[,11 [,21 [,3] [,4] [,5]
[1,] 50 52 54 56 58
[2,] 51 83 55 57 59

[,11 [,21 [,3] [,4] [,5]
[1,] 60 62 64 66 68
[2,] 61 63 65 67 69

(.11 [,21 [,3] [,4] [,5]
[1,] 70 72 74 76 78
[2,] 71 73 75 77T 79

(.11 [,21 [,3] [,4] [,5]
[1,] 80 82 84 86 88
[2,] 81 83 85 87 89

[,11 [,21 [,3] [,4] [,5]
[1,] 90 92 94 96 98
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[2,1] 91 93 95 97 99
5. Lista
Uma lista é uma cole¢cao ordenada de objetos de tamanhos e naturezas diferentes. A funcao
para a lista é list(). Os objetos da lista sdo designadas por nimeros entre dois parénteses
i
Vamos exemplificar uma lista constituida por um niimero na primeira posi¢ao, uma matriz
na segunda, uma palavra na terceira e uma vetor na quarta.
> p<-list(3,matrix(c(6,3,7,4),2,2),"numero",c(1,2,3,4))
> p
([1]]
(1] 3
([2]]
[,11 [,2]
[1,] 6 7
[2,1] 3 4
[[3]]
[1] "numero"
[[4]1]
[1] 123 4
> dados<-1ist(n=23582, nome="Pedro da Silva Ximenes",
+ data=25121977, peso=70, altura=169)
# criar listas de dados
> dados
$n
[1] 23582
$nome
[1] "Pedro da Silva Ximenes"
$data
[1] 25121977
$peso # ou [[4]]
[1] 70
$altura # ou [[5]]
[1] 169
6. Data frame Uma data frame é uma espécie de tabela, de estrutura bidemensional de dados.

A sua funcao é data. frame(). Num data frame podemos ter nimeros e strings e podem ser

dados nomes as colunas. Um exemplo deste tipo de objeto do R.
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> mes<-data.frame("ano2016"=c("janeiro", "fevereiro",'"marco","abril",
+"maio","junho", "julho","agosto","setembro","outubro" ,"novembro",
+"dezembro"), "dias"=c(31,29,31,30,31,30,31,31,30,31,30,31))

> mes
ano2016 dias

1 janeiro 31
2 fevereiro 29
3 marco 31
4 abril 30
5 maio 31
6 junho 30
7 julho 31
8 agosto 31
9 setembro 30
10 outubro 31
11 novembro 30

[y
N

dezembro 31
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Capitulo 3

Probabilidade

3.1

Introducao

A probabilidade é um ramo de matematica que estuda fenémenos observéaveis, influenciados
pelo acaso ou seja, fendmenos aleatérios. Como introducao faremos uma breve referéncia
historica dos probabilistas mais notaveis e serao apresentados os seus principais contributos
para o desenvovimento desta drea do saber. A incerteza, associada aos fenémenos aleatérios,

foi desde sempre a razao principal do estudo das probabilidades.

Giordamo Cardano (1501-1576) era Fisico, Astrélogo e Matemético, de nacionalidade ita-
liana escreveu uma vasta colecao de livros em diferentes dreas do saber. Das suas obras
destaca-se o Liber de Ludo Aleae traduzido como (Livro de Jogos de Azar) que é conside-

rado o primeiro livro completo dedicado as probabilidades.

O interesse pelos jogos de cartas e dados foram na altura o motivo para manter presente
a discussao e reflexdo sobre conceitos, defini¢cGes e problemas concretos em torno das pro-
babilidades. No século XVII, a troca de correspondéncia cientifica entre Pierre DeFermat
(1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662) acerca de um problema colocado a Pascal por, Anto-
nie Gombaud (1610-1685), mais conhecido por o Chavalier De Méré foram um forte incentivo
no calculo de probabilidades. O problema colocado pelo Chavalier De Méré consistia no se-
guinte: dois jogadores A e B estao a jogar os dados. Cada um aposta num determinado
numero e ganha o primeiro que obtiver pela terceira vez o nimero em que apostou. A aposta
foi de 64 moedas (32 moedas de cada jogador) e o jogo foi interrompido quando o jogador
A tinha dois sucessos contra um sucesso do adversario. A questdo colocada foi a seguinte:

como dividir o valor apostado? O jogador A (De Méré) entendia que tinha direito a 48

19
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moedas ficando 16 para o adversario. O jogador B nao tinha a mesma opinido e defendia
que tinha direito a 1/3 das moedas, 21 moedas, ficando De Méré com as restantes 43. Pascal
na correspondéncia trocada com Fermat, fez o seguinte raciocinio: "Ora eu (fez-se passar por
De Méré) estou tao seguro de ter 32 moedas porque mesmo perdendo (entende-se por perder
sair o nimero do adversédrio na préxima jogada) as ganho; quanto as outras 32, talvez eu as
tenha, talvez vés as tinhais: o azar é igual. Partilhemos pois essas 32 moedas pela metade
e assim receberei 16 para além das 32 que ja me estao asseguradas”. Foi assim que Pascal

expOs o seu raciocinio a Fermat, atribuindo 48 moedas a De Méré.

Varios contributos na area das probabilidades foram dados por ilustres homens da ciéncia
nomeadamente Cristian Huygens (1629-1695), Jacob Bernoulli (1654-1705), Abraham De
Moivre (1667-1754), Thomas Bayes (1702-1761), Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-
1827), Johann Carl Gauss (1777-1855) e Andrey Kolmogorov (1903-1987) com a conhecida
axiomédtica de probabilidades, ver em Azevedo (2004) e Katz (2010).

Destaque para a obra Ars Conjectandi (Arte de Conjeturar) de Jacob Bernoulli, onde o autor

apresentou o conceito frequencista de probabilidade, a conhecida Lei dos Grandes Nuimeros.

Em Portugal, Daniel Augusto da Silva (1814-1878) nasceu em Lisboa e licenciou-se na Uni-
versidade de Coimbra, em 1839. Autor de trés memorias notéveis, que apresentou a Aca-
demia de Ciéncias de Lisboa entre 1850 e 1852. Na terceira memoria intitulada de Proprie-
dades Gerais e Resolucdo das Congruéncias Binomias, entre varios resultados apresentados
destaca-se a férmula do cardinal da reuniao de n conjuntos quaisquer. Devido ao isolamento
da ciéncia portuguesa em relacao a ciéncia de outros paises, muitos dos resultados a que este
matematico chegou e publicou estao atribuidos a outros matematicos que as obtiveram mais

tarde, referido como curiosidade em Ministério da Educagao (2013).

No enquadramento da tese este capitulo corresponde ao subtema de probabilidades, da uni-
dade tematica - Organizacao e tratamento de dados - do 122 ano do programa atual da
disciplina de Matematica na Republica Democratica de Timor-Leste. Os conteudos leci-
onados sao: experiéncia aleatéria, conjunto de resultados, acontecimentos, classificacao de
acontecimentos, operacoes com a contecimentos, aproximagoes conceptuais de probabilidade,
aproximagoes frequencista, dfenicao cldssica de Laplace, definigdo axiomatica (caso finito),
propriedades da probabilidade, probabilidade condicionada e independéncia. A bibliografia
base usada na elaboracao deste capitulo foram os livros de Murteira et al.(2010) e Pestana
& Velosa (2010).

Experiéncia Aleatéria

Uma experiéncia aleatéria é qualquer processo que gera um resultado que pode ser diferente
de cada vez que o processo ¢é executado em iguais condi¢oes e em que é conhecido o conjunto

dos resultados possiveis.
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Assim, uma experiéncia aleatéria verifica as seguintes caracteristicas:

1. possibilidade de repeticao de experiéncia em condicoes iguais;
2. o conjunto €2 de todos os resultados possiveis é conhecido;

3. em cada realizacao da experiéncia nao se sabe qual o resultado que ird ocorrer (fenémeno
aleatdrio).

Exemplo 3.1 Exemplos de experiéncias aleatdrias:

1. Lancamento de um dado e observacao do niimero da face voltada para cima.

2. Retirar uma carta de um baralho e registar a cor.
Espaco de Resultados ou Espaco Amostra

O conjunto de todos os resultados possiveis de uma experiéncia aleatéria é designado por

espaco de resultados ou espaco amostra, e representa-se habitualmente por 2 ou S ou E.

Exemplo 3.2 A experiéncia aleatéria que consiste em dois lancamentos ao ar de uma moeda
de 50 centavos e registar em cada lancamento a face voltada para cima. Consideremos na
moeda a face anverso designada por (A) e a face verso representada por (V). Um diagrama

de arvore é 1til no registo de todos os resultados possiveis desta experiéncia:

(AA) O (ViA)
s

&

(AV) \ 9 (V;V)

Figura 3.1: Resultados da experiéncia aleatéria

O conjunto de todos os resultados possiveis é:

Q= {(Aa A)’ (Aa V)’ (Va A)’ (Va V)}
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Nota: O Exemplo 3.2 pode ser visto de uma outra forma. Podemos pensar em observar o
nimero de vezes que ocorreu por exemplo a face verso, apds os dois langamentos da moeda
de 50 centavos. Neste caso o espaco amostral serd Q = {0,1,2}. Os valores do espago
amostra correspodem a nao saida da face verso, saida de uma face verso e saida de duas

faces verso.

Exemplo 3.3 Para as seguintes experiéncias aleatérias determinar o espaco de resultados:

1. Lancamento de um dado e observacao do nimero da face voltada para cima. O espaco
de resultados é Q = {1,2,3,4,5,6};

2. Lancamento uma moeda de 50 centavos (com faces ” A” e ”V?”) e registo da face voltada

para cima. O espago de resultados é Q = {A, V' };

3. Dois langamentos de uma moeda de 50 centavos (com faces ”A” e "V”)) e observacao
das duas faces voltadas para cima. O espago de resultados é Q = {AA, AV, VA VV}.

A contecimentos

Dada uma experiéncia aleatéria em que o espaco amostra é €2, chama-se acontecimento a

todo o subconjunto de Q.

Exemplo 3.4 Considere a experiéncia aleatdria que consiste em lancar um dado equilibrado

com as faces numeradas de 1 a 6 e registar a face voltada para cima.

O espago amostra associado a esta experiéncia aleatéria é: Q = {1,2,3,4,5,6}.
Considere os seguintes acontecimentos:

A: 70 ntmero da face voltada para cima é par”;

B: 70 numero da face voltada para cima é multiplo de 6”;

C: 70 numero da face voltada para cima é multiplo de 10”;

D: 70O ntmero da face voltada para cima é divisor de 4207,

Para cada um dos acontecimentos estd definido um subconjunto do espago amostra

A:{27476}7 B:{6}7 C:{}:wv D:{17273747576}
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Observe que:

Quando a um acontecimento corresponde o conjunto vazio, diz-se que é um acontecimento

impossivel.

Quando a um acontecimento corresponde o conjunto €2, diz-se que é um acontecimento

certo.

Quando a um acontecimento corresponde o conjunto que tem apenas um e um sé elemento

do espaco amostra, diz-se que é um acontecimento elementar.

Quando a um acontecimento corresponde o conjunto com mais do que um elemento do

espaco amostra, diz-se que é um acontecimento composto.

Espaco de Acontecimentos é o conjunto formado por todos os subconjuntos do espaco

amostra e designa-se por P(f2).

Exemplo 3.5 Numa caixa estao trés bolas numeradas de 1 a 3.
O espago amostral é Q = {1,2,3}.
O espago de acontecimentos é:

P(Q) = {0,{1},{2}, {3}, {1, 2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
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3.2 Operacao com Acontecimentos

Como os acontecimentos estao associados a conjuntos, a maneira de operar com acontecimen-
tos decorre do modo de se operar com conjuntos. Vamos relembrar as principais propriedades

da teoria de conjuntos recorrendo sempre que possivel a diagramas de Venn.

Uniao de Acontecimentos

Sejam A e B dois acontecimentos definidos no espaco €2, o acontecimento unido (reuniao) de
A com B representa-se como A U B. Podemos escrever: AUB ={w:w € AVw € B}.

Q

Figura 3.2: Uniao dos acontecimentos A e B

Exemplo 3.6 Numa caixa com bolas numeradas de 1 a 6, consideramos os seguintes acon-

tecimentos:

A: 7ser um nimero primo”;

B: "ser um ntmero divisor de 4”;

Q=1{1,2,3,4,56} A=1{23,5} B=1{1,24}

O acontecimento uniao é o acontecimento, A U B: “ser um nimero primo ou divisor de 4”

AUB =1{1,2,3,4,5}.
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Intersegao de Acontecimentos

A intersecao de dois acontecimento A e B é o acontecimento que se realiza-se se e s6 se A e

B acontecem simultaneamente. Representa-se por ANBe ANB={w:we AAw € B}.

0

ANB

Figura 3.3: Intersecao dos acontecimentos A e B

Exemplo 3.7 Continuagao do Exemplo 1.6, consideramos agora o acontecimento intersegao

que é o acontecimento:

AN B: ”ser um nimero primo e divisor de 4”

ANB={2}.

Acontecimentos Incompativeis ou Disjuntos

Acontecimentos incompativeis ou disjuntos sdo acontecimentos que nao tém resultados co-

muns. A e B sdo incompativeis se e 6 se AN B = &.

Exemplo 3.8 No lancamento de um dado consideramos os seguintes acontecimentos:

A: 7ser um nimero multiplo de 2”;
B: ”ser um nimero impar”;

Q={1,2,3,4,5,6} A=1{24,6} B={1,3,5}
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Figura 3.4: Acontecimentos incompativeis

Os acontecimentos A e B s&o incompativeis, dado que nao existem multiplos de 2 que sejam
primos, donde AN B = .

Acontecimento Contrario ou Complementar

O acontecimento contrério ou complementar a A é o acontecimento constituido por todos
os resultados do espago amostral que nao pertencem a A e representa-se por A. Consequen-

temente sdo verificadas as seguintes propriedades entre os conjuntos:

AUA=0Q
€
ANA=02.

4

Q

Figura 3.5: Acontecimento contrario ou complementar
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Exemplo 3.9 No lancamento de um dado consideramos o acontecimento A e o seu contrario

A:

A: 7ser um numero inferior a 4”;
A: 7ser um nimero superior ou igual a 4”;

0=1{1,2,3,4,5,6} A={1,2,3} A=1{4,56}

Diferenca de Acontecimentos

O acontecimento diferenca entre A e B é o acontecimento que se realiza sempre que se realiza
A e nao se realiza o acontecimento B. Sera assim, o acontecimento constituido por todos os

elementos de A que simultaneamente nao pertencem de B, ou seja:

A-B=A\B=ANB.

B Q

Figura 3.6: Diferenca de acontecimentos

3.3 Relacao entre Conjuntos e Acontecimentos

Na primeira tabela 3.1 faz-se a correspondéncia entre a notagao de conjuntos e a notagao de
acontecimentos, na tabela 3.2 relembram-se as propriedades dos conjuntos para as operagcoes
de unido e intersecao. Considere-se uma experiéncia aleatoria com A, B e C acontecimentos

quaisquer e §2 o espago de resultados.
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Tabela 3.1: Correspondéncia entre Conjuntos e Acontecimentos

Notacao de Conjuntos

Notacao de Acontecimentos

Q) - Universo: conjunto de todos os pontos ou

elementos.

Q) - Espaco de resultados: conjunto de todos

resultados.

@ -conjunto vazio: conjunto que nao contém

elementos.

& - Acontecimento impossivel: inexisténcia de

resultados.

A - Conjunto complementar: conjunto de pon-

tos que sdo de A e ndo sdo de A.

A - N3o ocorréncia do acontecimento A.

AU B - Uniao: conjunto de pontos que sao de

A, que sdo de B e em que s@o de ambos.

AU B - Pelo menos um: ocorréncia de pelo

menos um acontecimento.

AN DB - Intersecao: conjunto de pontos que sao
de A e de B.

AN B - Simultaneo: ocorréncia em simultaneo

de dois acontecimentos.

A — B - Diferenca: conjunto de pontos que sao

de A e ndo sao de B.

A — B - Ocorre A e nao B.

Tabela 3.2: Propriedades dos Conjuntos

Propriedades Uniao Intersecao

Comutativa AUB=BUA ANB=BnNnA

Associativa AU(BUC)=(AuB)UC AN(BNC)=(ANnB)NC
Distribuitiva AUBNC)=(AUB)N(AUC) | AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
Indempoténcia AUA=A ANA=A

Lei do Complemento | AUA = Q ANA=0

Elemento Neutro Aug =A ANQ=A

Elemento Absorvente | AUQ = Q ANn@ =0

Leis De Morgan

A acrescentar ao conjunto de operagdes entre conjuntos/acontecimentos temos as chamadas

leis De Morgan:

1. Negar que se realiza pelo menos um dos acontecimentos é afirmar que nao se realiza nem
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3.4

um nem outro.

. Negar que se realizam simultaneamente dois acontecimentos é dizer que nao se realiza pelo

menos um deles.

ANB=AUB

Conceito de Probabilidade

Teoria frequencista da probabilidade

Para introduzir o conceito de frequéncia relativa de um acontecimento, vamos considerar
a experiéncia do lancamento de um dado octaédrico com as faces numeradas de 1 a 8 e o

registo do ntimero da face voltada para baixo.

O espaco amostral associado a esta experiéncia é:

Q=1{1,2,3,4,5,6,7,8}

e 0s acontecimentos elementares sao:

{1y, {21 8L {4} {5 {6}, {7}, {8}

Apoés a repeticdo da experiéncia varias vezes registou-se que o acontecimento A: "saida da
face 8”ocorreu 40 vezes. O ntumero 40 por si s6 é pouco informativo, contudo enquadrado
num total de realizacées da experiéncia ganha outra dimensao. Se a experiéncia foi repetida
50 vezes, o numero 40 significa que o acontecimento A ocorreu muitas vezes. Se porém a
experiéncia se realizou 300 vezes entao a interpretacao é de que o acontecimento A ocorreu

poucas vezes.

O numero de vezes que ocorreu o acontecimento A representa a frequéncia absoluta do

acontecimento. Com o conhecimento do ntmero total de experiéncias realizadas podemos

40
definir a frequéncia relativa do acontecimento A como 300 0.133, em percentagem,
13, 3%.
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Se uma experiéncia é realizada n vezes e o acontecimento A ocorre m vezes (m < n), define-se

N . . . m
frequéncia relativa do acontecimento A como sendo o quociente —.
n

Usualmente representa-se por: f.(A4) =

=13

Exemplo 3.10 Consideremos a experiéncia aleatoria que consiste no lancamento de dois da-
dos equilibrados e determinemos o valor absoluto da diferenca dos pontos das faces voltadas
para cima. No quadro seguinte encontra-se a representacao do espacgo de resultados desta

experiéncia, para o acontecimento A: "valor absoluto da diferenca dos pontos das faces”:

|| W N~
G |w|( |||~
Alw(o|—=lol~=]
Wi~ |lo|—|d|w
RS NN N JCH TN
O[N] W] ] ot
olrR|INM|w| ksl

No quadro estd representada a distribuicao de frequéncias relativas.

Acontecimento | 0 1 2 3 4 5

6 | 10| 8 6 4 2
Freq. relativa === ==

Propriedades da frequéncia relativa de um acontecimento

e Se A é um acontecimento impossivel, entao f.(A) = 0.
e Se A é um acontecimento certo, entdo f,(A4) = 1.

e Se A é um acontecimento qualquer, entao 0 < f,.(A) < 1.
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e Se A é um acontecimento composto, A = {41, Ay, As, ...}, com Ay, Ay, ... disjuntos dois a

dois,

entao

fr(A) = fr(A1) + fr(A2) + fr(A3) + ...

e A soma das frequéncias relativas de todos os acontecimentos elementares é 1.

e Se A e A sdo acontecimentos contrdrios, entdao f,(A) + f-(4) = 1.

Lei dos grandes numeros

A teoria frequencista assume que a frequéncia relativa de um acontecimento tende a estabi-
lizar num determinado valor, a medida que aumenta o niimero de repeticoes da experiéncia
aleatoria e é esse o valor que se assume para a probabilidade de um determinado aconteci-

mento ocorrer.

Definicao frequencista de probabilidade

A probabilidade (empirica ou frequencista) do acontecimento A representa-se por P(A) e
corresponde ao valor para o qual a frequéncia relativa tende a estabilizar quando o ntimero

de experiéncias tende para infinito.

Definicao classica de probabilidade ou de Laplace

Consideremos a experiéncia aleatéria de lancamento de um dado com as faces numeradas de
1 a 6 sendo registado o ntimero da face voltada para cima. Seja A o acontecimento: "saida

de um numero inferior a 4”.

O espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}. Qualquer um dos acontecimentos elementares do
espaco amostral tem igual probabilidade de ocorrer, isto significa que todas as faces do dado

sao equiprovaveis.
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Sendo A o acontecimento: "saida de um numero inferior a 4”7, A = {1,2,3}. Existem trés
resultados favoraveis em seis resultados possiveis. Reparemos que o nimero de casos favo-
raveis é igual ao numero de acontecimentos elementares que fazem parte do acontecimento

A. Pretendemos determinar a probabilidade de ocorrer o acontecimento A:
pP(A)= P({1})+P({2}) + P({3})

= 2 - =

—

1
2

(@)

Reparemos que:

numero de casos favoraveis a A

numero de casos possiveis

Lei de Laplace

Consideremos uma experiéncia aleatoria onde o espago amostral 2 é constituido por n ele-

mentos, sendo equiprovaveis os n acontecimentos elementares.

Se um acontecimento A é constituido por m acontecimentos elementares, sendo m < n, a
probabilidade de A é dada pelo quociente entre o ntimero de casos favoraveis e o niimero de
casos possiveis, isto é
P(A) ==
n
Nota 1: A lei de Laplace é conhecida como a primeira definicdo de probabilidade e por
isso também ser conhecida como definicdo classica. A aplicacdo desta regra exige que o0s

acontecimentos elementares sejam equiprovaveis.

Nota 2: A probabilidade de P(A) escrita de modo equivalente:

P(A) numero de casos favordveis a A #A
numero de casos possiveis n

onde #A = "ntmero de casos favordveis a A” e n= "ntimero de resultados possiveis”. Dado
um conjunto A, diferente do vazio e finito, ao nimero de elementos de A chamamos cardinal

de A e representa-se por #A.
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Exemplo 3.11 Considere uma experiéncia que consiste no lancamento de um dado equili-

brado, cujas faces estdo numeradas de um a seis. Sejam A, B e C os acontecimentos:

A: 7sair um ntmero superior a 5”
B, 2, : ~ z. W
: ”sair um nimero impar

C: ”sair um ntimero impar e primo”

Qual a probabilidade de cada acontecimento?

Resolugao

O espaco de resultados é Q = {1,2,3,4,5,6} com n=#Q = 6.

Acontecimento A: A = {6}, entdao #A4 = 1, logo

A 1
P =22 -3

Acontecimento B: B = {1,3,5}, entao #B = 3, logo

_#B 3 1
PB) =27 =573
Acontecimento C: C' = {3,5}, entao #C = 2, logo
4 2 1
P = —= = = —
©) n 6 3

Exemplo 3.12 Considere o lancamento de dois dados equilibrados, ambos com as faces
numeradas de um a seis. Calcule as probabilidades dos seguintes acontecimentos:

A: 7a soma dos pontos das faces dos dois dados é 10”

B: 7a soma dos pontos das faces dos dois dados é maior ou igual a 10”

C: 7a soma dos pontos das faces dos dois dados é um ntimero primo”

D: 7a soma dos pontos das faces dos dois dados é um quadrado perfeito”

Resolugao

O espaco de resultados da soma dos ntmeros das faces ocorridas no lancamento de dois
dados equilibrados: # =6 x 6 = 36
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A: 7a soma dos pontos das faces dos dois dados é 10”
A={(4,6),(5,5),(6,4)} = #A=3

entao a probabilidade de
3 1

36 12
Todos os possiveis resultados que podem ocorrer nesta experiéncia estao representados

P(A)

na tabela seguinte:

Tabela 3.3: Espaco de resultados associado a soma dos pontos das faces

+ 1172|345 ]| 6
1 1234|567
2 1314|516 |78
3 (4|56 7|89
4 |56 |7 89|10
5 |6(7|8 9|10 11
6 71891011 |12

De igual modo, podemos construir tabelas idénticas para restantes alineas do exercicio.

B: ”a soma dos pontos das faces dos dados é maior ou igual a 10”
B ={(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)} = #B =6

entao 6 ]
PB)=— ==
36 6

C: ”a soma dos pontos das faces dos dados é um ntmero primo”

(1,6),(2,1),(2,3),(2,5)

Q
I
~=
—~
=
—_
~
—~
=
[\
~—
—~
S—

(372)7(374)7(471 7( ;3), (5,2 7(576)7(67 1)7(675)} = #C =15
entao 15 5
PO=3"1

D: 7a soma dos pontos das faces dos dados é um quadrado perfeito”
D = {(17 3)7 (27 2)7 (37 1)7 (37 6)7 (47 5)7 (57 4)7 (67 3)} = #D =7

logo
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3.5 Principio fundamental de contagem

O Principio fundamental de contagem aplica-se quando queremos realizar k escolhas su-
cessivas em que na primeira ha nq alternativas, e na segunda héa no alternativas e assim

sucessivamente.
Podemos afirmar que o ntimero total de alternativas é dado por

Ny Xng X ... X Ng.

Exemplo 3.13 Um saco contém quatro bolas numeradas de 1 a 4. A Joana retira sucessiva-
mente trés bolas, sem reposicao, e escreve o nimero de trés algarismos, em que o algarismo
das centenas é o ntimero da primeira bola retirada, o algarismo das dezenas é o nimero da
segunda bola retirada e por ultimo o algarismo das unidades é o ntimero da terceira bola
retirada. Pretendemos saber qual é a probabilidade de o algarismo 4 nao aparecer no niimero

escrito pela Joana?

Seja A o acontecimento, tal que A: "nimero de trés algarismos escrito pela Joana, nao

contém o algarismo 4”.

O exercicio pode ser resolvido recorrendo a uma representacao em diagrama em arvore, onde
a contagem dos casos possiveis e favoraveis fica facilitada, mas iremos optar por simplesmente

contar o numero de casos possiveis e favoraveis fazendo o seguinte raciocinio:

O numero pretendido é da forma CDU, em que C corresponde ao algarismo das centenas,

D corresponde ao algarismo das dezenas e U ao algarismo das unidades.

Casos possiveis: para ocupar o lugar C no nimero temos 4 possibilidades; para D ha 3
possibilidades e para U ha apenas 2 possibilidades. Obtemos entao o nuimero de casos

possiveis igual a 24 e que foi obtido por 4 x 3 x 2.

Casos favordveis: para ocupar o lugar C no nimero temos 3 possibilidades; para D ha
2 possibilidades e para U ha apenas 1 possibilidades. Obtemos entao o ntimero de casos

favoraveis igual a 6 e que foi obtido por 3 x 2 x 1.



36

Capitulo 3. Probabilidade

Ix2x1 1
PA) = —— = _.
(4) 4x3x2 4

Exemplo 3.14 Um saco tem 5 bolas, 2 vermelhas(V), uma azul (A) e duas brancas (B).
Considere a experiéncia aleatéria que consiste em retirar, sucessivamente sem reposicao, 2
bolas e verificar as cores.

Qual a probabilidade do acontecimento, do acontecimento em que ambas as bolas sao ver-
melhas?

C: ”Ambas as bolas sdo vermelhas”

Consideremos que: V:’saida de bola vermelha”; A:”saida de bola azul”’e B:”saida de bola

branca”.

O espago amostral é:

Q={VV;VA;VB; AV; AB; BV; BA; BB}

Estruturamos o exercicio recorrendo a uma representacao em diagrama em arvore e em cada

ramo colocamos a probabilidade do acontecimento:

Reparemos que os acontecimentos elementares apresentam as seguintes probabilidades:
P(V) =2/5; P(A) =1/5 e P(B) = 2/5.

A probabilidade do acontecimento C é:

Curiosidade: Conta-se que D’Alembert cometeu um erro de raciocinio com o seguinte

problema:
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12 20
%
/4
v T A
1/2 B
2/ 1/2 v
A<
1/27~8
2/ 1/2 %
B A

/4

Figura 3.7: Diagrama em arvore

”Se langarmos uma moeda ao ar duas vezes seguidas, qual é a probabilidade de obtermos

pelo menos uma vez a face verso?”

D’Alembert respondeu que a probabilidade era 2 em 3 e justificou dizendo que havia trés
possibilidades: dois reversos, dois versos ou um reverso e um verso e s6 uma das possibilidades

era desfavoravel. Qual o erro do raciocinio D’Alembert?

D’Alembert contou mal os casos possiveis e os favoraveis da experiéncia.

Exemplo 3.15 Consideremos a experiéncia que consta do lancamento de uma moeda trés

vezes. Qual a probabilidade de nao obter a mesma face duas vezes consecutivas?

Seja o acontecimento de interesse representado por C: "nao obter a mesma face duas vezes
consecutivas”. Vamos ilustrar o espago amostral através de um diagrama em &arvore com a

probabilidade do acontecimento no ramo.

O acontecimento C é a reunido de dois acontecimentos elementares C1 = {F1F2F1} e
C2 = {F2F1F2}, sendo

P(C1) =

N —
X

N | —
N —
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1z

v F1
F1<

12

L

1/2

Figura 3.8: Diagrama em &rvore
Entao, P(C) = P(C1) + P(C2) =

3.6 Propriedades da probabilidade de Laplace

Do ponto de vista da corrente Laplaciana o conceito de probabilidade é um quociente em cujo
denominador é o nuiimero de casos possiveis e o numerador é o nimero de casos favordveis,
podemos observar como exercicio que esta definicdo de probabilidade verifica o seguinte
conjunto de regras fundamentais:

e A probabilidade de um acontecimento A contrério (ou complementar) de A é P(A) = P(Q—
A) =1— P(A), pois se houver k casos favoraveis a A em n possiveis hd n — k favoraveis a
A em n possiveis. No caso de A = Q obtém-se P() = 0;

e Se Ay, --,A, sdo acontecimentos disjuntos dois a dois, entao é valida a regra da adigao

P (U Ak) = P(Ap),
k=1 k=1
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porque, devido a disjuncao, o nimero de casos favoraveis a uniao é a soma dos nimeros de

casos favoriveis a cada um dos acontecimentos Ay.

e Se ANB, entao P(A) < P(B) Consequentemente, como @NA C Q segue-se que 0 < P(A) <
1 Basta notar que o niimero de casos favoraveis a B nao pode ser inferior ao niimero de casos

favoraveis a A.

e A probabilidade de que se verifique A sem se verificar B é
P(A—-B)=P(A)— P(ANB).

Apenas hé que excluir os casos favoraveis a B que eram favordveis a A.

e P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(A() B). Estamos apenas a eliminar a duplicagao de casos

favardveis que se deve aos que sao favordveis simultaneamente a A e a B

e Se em n casos possiveis houver k; casos favoraveis ao acontecimento A, e ko casos favoraveis

ao acontecimento B, e K favordveis simultaneamente a A e a B, a probabilidade de AN B é

K L . L . . ..
—. Se A nao tiver influéncia sobre a realizacao de B, e vice-versa, entao é natural admitir
n

< o - K . X <
que a proporc¢ao de casos favoraveis a B que estdao em A, T ¢é igual a proporc¢ao de casos
1

(o . 2
favoraveis a B no universo, —.
n

k1k
Deduz-se entao K = g, e consequentemente a regra da multiplicacao
n
k k
P(ANB) =L x 22 = P(A) x P(B),
n n

se A e B nao forem mutuamente informativos (dizemos que sao acontecimentos independen-
tes).
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3.7 Definicao axiomatica de probabilidade

O russo Andrey Kolmogorov, em 1933, prop6s a primeira definigdo formal da axiomatica de

probabilidade (caso finito) baseada em trés axiomas.

Chama-se probabilidade a toda a aplicacao P de dominio 2 e conjunto de chegada ]R(J)r tal
que, a todo o acontecimento A é associado um nimero real maior ou igual que zero que se

designa por probabilidade do acontecimento A.

P Q—)RS‘
A—P(A)

1. A probabilidade do acontecimento certo é 1.
PQ)=1

2. A probabilidade de qualquer acontecimento A é ndo negativa.
P(A)>0

3. Se A e B sdo acontecimentos incompativeis, a probabilidade do acontecimento AU B é

a soma das probabilidades de A e de B.
ANB=0= P(AUB) < P(A)+ P(B)

pois o ntimero de casos favoraveis a A ou a B nédo excede a soma do nimero de casos
favoraveis a A com o nimero de casos favordveis a B. A igualdade é verificada quando

A e B forem disjuntos.

Teorema 1

Se A é um acontecimento impossivel, entao P(A) = 0.

Demonstracao
Hipdtese: A = {}

Tese: P(A) =0



3.7. Definicao axiomatica de probabilidade 41

O espago amostral € pode ser escrito como: © = QU {}.

Pelo axioma 1, tem-se P(Q) = 1, logo P(QU {}) = 1. (i).
Mas como 2 e {} sdo acontecimentos incompativeis, entao
pelo axioma 3 tem-se que P(QU{}) = P(Q) + P({}). (4)

De (i) e (i), resulta que 1 = P(2) + P({}), ou seja, 1 = 1+ P({}), donde se conclui que
P({}) =0. (c.q.d.)

Teorema 2

Se A é o acontecimento contrério do acontecimento A, entdao P(A) =1 — P(A).

Demonstracao
Hipdtese: A e A sdo acontecimentos contrérios.

Tese: P(A) =1— P(A)

Sendo A e A acontecimentos contrarios, tem-se que 2 = AU A, pelo axioma 1.
P(Q) = P(AUA) e A e A sio acontecimentos incompativeis.
Pelos axiomas, tem-se:

1=P(A)+ P(A) < P(A)=1-P(4) (cqd.)

Teorema 3

Se A e B sao acontecimentos tais que B C A, entao P(B) < P(A).

Demonstracao
Hipétese: A e B sdo acontecimentos tais que B C A.
Tese: P(B) < P(A)

Se B C A, entao existe C tal que BNC ={} e BUC = A.



42

Capitulo 3. Probabilidade

Por aplicacao do axioma 3, tem-se:

P(BUC) = P(B) + P(C) = P(4)

Pelo axioma 2, sabe-se que P(C') > 0, entao pode-se concluir que P(B) < P(A). (c.q.d.)

Teorema 4

Para qualquer acontecimento A, tem-se 0 < P(A) < 1.

Demonstracao
Hipétese: A é um acontecimento.

Tese: 0 < P(A) <1.

Pelo axioma 2, sabe-se que P(A) > 0. (i)
Como A C €, por aplicacad do teorema 3 conclui-se que

P(A) < P(Q).

Pelo axioma 1, tem-se P(2) = 1. Entao, P(A4) < 1. (i)

De (i) e (ii), conclui-se que 0 < P(A) < 1. (c.q.d.)

Teorema 5

Se A e B sao dois acontecimentos compativeis, entao

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Demonstracao
Hipotese: A e B sao dois acontecimentos compativeis.

Tese: P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)
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3.8

Os acontecimentos A — B e AN B sao incompativeis e
A=(A-B)U(ANB)
Pelo axioma 3, tem-se:
P(A)=P(A—B)+ P(ANB).
Daqui resulta que P(A — B) = P(A) — P(AN B). (i)
Os acontecimentos A — B e B sao incompativeise AUB = (A — B) U B.

Pelo axioma 3, tem-se:
P(AUB)=P(A- B)+ P(B).

Daqui resulta que P(A — B) = P(AU B) — P(B). (i)
Comparando (7) e (ii), tem-se P(AU B) — P(B) = P(A) — P(AN B).

Ou seja, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). (c.q.d.)

Probabilidade Condicionada e Independéncia

Suponha-se que A e B s@o acontecimentos associados a uma experiéncia aleatéria e tais que

P(B) # 0, chama-se probabilidade condicionada de A, dado B, e representa-se por P(A|B),
ao valor w
P(B)

P(ANB

pap) = ZANE)

@ DB A0

A probabilidade P(A|B) é designada por probabilidade condicionada de A, dado B, uma
vez que a probabilidade de A estd condicionada por uma informacéao adicional, o facto de se
saber que o acontecimento B ocorreu. Da igualdade resulta que P(AN B) = P(A|B)P(B).

Vejamos agora como se relacionam os conceitos de probabilidade e independéncia:

Num espago amostral €2, consideremos dois acontecimentos A e B, tais que P(A) # 0 e
P(B) #0.
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Diz-se que o acontecimento A é independente do acontecimento B se P(A|B) = P(A) ou
P(BJ|A) = P(B). Reparemos que se P(A|B) = P(A), significa que o facto de termos
conhecimento de que B ocorreu nao influéncia a probabilidade de A. Por outro lado, usando

a definigoes de probabilidade condicionada podemos escrever que:

P(ANB)

Se os acontecimentos A e B sao independentes entao, P(A|B) = P(A)

donde resulta que:

P(ANB)

P(A) = PAIB) = =5

& P(ANB) = P(A) x P(B).

Concluimos que se A e B s@o independentes entao

P(ANB)=P(A) x P(B).
Exemplo 3.16 Mostre que se A e B sdo acontecimentos independentes, entdo A e B também
0 S20.

Resolugao:

Se A e B sao acontecimentos independentes = P(AN B) = P(A) x P(B). Por outro lado

observamos que

A=ANQ=AN(BUB)=(ANB)U(ANDB)

Aplicando a probabilidade, obtemos:

P(A)=P((AnB)U(ANB))

como os acontecimentos AN B e AN B sao disjuntos resulta,
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P(A)= P(ANB) + P(AN B)

P(A) = P(A) x P(B) + P(AN B); A e B sao acontecimentos independentes

P(ANTB) = P(A) — P(A) x P(B)
P(ANB) = P(A)[1 — P(B))
P(ANB) = P(A)P(B)

Concluimos entao que se os acontecimentos A e B sao independentes entao também os

acontecimentos A e B sdo independentes.

Exemplo 3.17 Uma urna contém 10 bolas vermelhas (V') e 5 bolas brancas (B). Calcule a
probabilidade de

1. sair uma bola vermelha seguida de uma bola branca, em extracoes sem reposicao.

2. sair uma bola vermelha seguida de uma bola branca, em extragdes com reposicao.

Resolugao

Consideremos os acontecimentos V: 7sair uma bola vermelha” e B: ”sair uma bola branca’.

1. A probabilidade de sair uma bola vermelha é

10

Na segunda extracao pretende-se calcular a probabilidade de sair uma bola branca
sabendo que na primeira extracao saiu uma bola vermelha, e o espaco amostral alterou-
se visto que a extracao foi realizada sem reposi¢ao, sendo o nimero total de bolas na

urna igual a 14.

)

Pela propriedade
P(VNnB)=P(V)x P(B|V)

Logo P(VNB)=P(V) x P(B|V) =12 x & =0.238
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2. A probabilidade de sair uma bola vermelha é P(V) = 1— Na segunda extracgao
pretende-se calcular a probabilidade de sair uma bola branca sabendo que na primeira
extracao saiu uma bola vermelha, sendo a primeira extragdo realizada com reposicao,
equivale a dizer que o espaco amostral nao se alterou mantendo-se um total de 15 bolas
na urna

10 5 2
P(VNB)=P P(B)= —x — ==
Exemplo 3.18 No quadro seguinte esta representada a situacao ao nivel de emprego e sexo
dos habitantes (adultos) de um subdistrito do concelho de Matatuto de Timor-Leste.

1. Seleciona-se, ao caso, um dos habitantes:

(a) Qual a probabilidade de ser mulher?
(b) Qual a probabilidade de estar desempregado?

(¢) Qual a probabilidade de ser mulher e desemprego?

2. Seleciona-se, ao caso, um dos habitantes e verifica-se que é mulher. Qual a probabilidade
de estar desempregada?

3. Seleciona-se, ao caso, um dos habitantes e verifica-se que é desempregado. Qual a
probabilidade de ser mulher?

Tabela 3.4: Situacao de emprego por sexo dos habitantes (adultos)

N€© empregados | N2 desempregados | Total
Homens 900 100 1000
Mulheres 820 910 1730
Total 1720 1010 2730

Resolugao

Consideremos os acontecimentos, M: "ser mulher”, H: ”ser homem” e D: "estar desempre-

gado”:

1730

(a) P(M) 5730 0.63370
191

b) P(D)=—— =0.

(b) P(D) 7730 0.06996

91
P(MND)=——=0.

(¢) P(MND) 5730 0.03333

P(DNM 1
2. P(D| M) = ( ) _ 910 = 0.52601

P(M) 1730
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P(M | D) 910
. P(M| D)= = = 0. .
3. P(M | D) PD) T = 0-90099
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Capitulo 4

Estatistica Descritiva

4.1

Introducao

A Estatistica é atualmente muito importante dado que é uma metodologia usada em muitas
areas cientificas e necessaria na tomada de decisces. A Estatistica é um ramo de Matema-
tica aplicada que trata da recolha, organizacao, analise e apresentacao de uma forma 1til da
informacao contida nos dados. A estatistica é a ciéncia que trata da obtencao de informacao
recorrendo a técnicas de amostragem e planeamento de experiéncias, de modo a assegurar
uma recolha de dados com uma correta qualidade de informagao. No tratamento inicial
dos dados sao usadas técnicas como: a ordenacao, o calculo das caracteristica amostrais, o
agrupamento em classes (se o nimero de dados o justificar), representagoes gréficas infor-
mativas de uma populacao. Esta parte da estatistica é designada como estatistica descritiva
e andlise exploratdria de dados. Por sua vez a inferéncia estatistica permite também infe-
rir a partir de uma amostra as caracteristicas de uma populagao (estimacao de pardmetros
populacionais a partir das caracteristicas amostrais, decisao sobre hipdteses, comparacao
de populagoes, relacionamento de uma varidvel resposta com variaveis controladas). Para
finalizar, ndo podemos deixar de referir que também compete a Estatistica num contexto de
incerteza e variabilidade a tomada de decisGes estratégicas. A elaboracao deste capitulo foi
orientada com base em Athayde (2013), Martins et al. (1997), Murteira et al. (2010) e Pes-
tana & Velosa (2010). A seguir faz-se uma breve introducao aos conceitos de recenseamento,

sondagem, populagao, amostra e tipos de amosragem como introdugao a Estatistica.

49
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Recenseamento e Sondagem

Na linguagem da Estatistica os termos recenseamento e sondagem sao termos muitos co-
muns, mas aplicam-se em contextos diferentes. A palavra recenseamento estd associada a
contagem oficial e periédica dos individuos de um pais. O recenseamento permite conhecer
diferentes caracteristicas da populagao, nomeadamente situagao civil, habitacional, rendi-
mentos, classes etdrias, mortalidade, natalidade, estudar atitudes e muitos outros aspetos
da vida e habitos dessa populacao, tudo que é informacao relevante para que os governan-
tes desse pais possam tomar decisoes em relacao as areas da saude, educacao, habitacao,
etc. A sondagem analisa apenas uma parte de uma populagdo em estudo com o objetivo de

generalizar as conclusoes estatisticas a todos os elementos da populacao.

O recenseamento das populagoes, os inquéritos sobre a producao anual de produtos essenciais
como o trigo e a recolha de dados para fins militares constituiram as primeiras aplicagoes
das técnicas estatisticas nas civilizacoes mais relevantes como a chinesa, a egipcia, a assiria

e a grega.

Populagao e Amostra

Ao grupo de todos os elementos que se pretende estudar e que possuem uma ou mais ca-
racteristicas em comum chama-se populagao. O termo populacao nao significa populacao
humana, mas sim uma colecdo de entidades, que podem ser pessoas, animais, resultados
experimentais, todos com uma ou mais caracteristicas em comum, que se pretende anali-
sar. Altura dos alunos, cor dos olhos, nimeros de irmaos de cada aluno sdo exemplos de

caracteristicas da populagao que pode haver interesse em estudar.

A amostra é um subconjunto da populacao que se analisa com o objectivo de tirar conclusées
para a populagao de onde foi recolhida. A validade dessas conclusoes depende da qualidade
da amostra e portanto do processo usado para construir a amostra. A amostragem ¢é a area
da estatistica se ocupa das metodologias necessarias para a qualidade (representatividade)

de uma amostra. As amostragens mais usuais sdo:

Amostragem aleatéria simples: cada individuo da populagdo tem a mesma proba-
bilidade de ser escolhido;

Amostragem aleatdria sistematica: trata-se de escolher os elementos da amostra

por uma regra previamente definida;
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Amostragem estratificada: consiste em considerar a populagao dividida em peque-
nos grupos ou estratos, pelo que a escolha da amostra requer um nimero de elementos

de cada estrato proporcional a dimensao do grupo.

4.2 Estatistica descritiva

Estatistica descritiva trata e calcula um conjunto de medidas que tem por objetivo descre-
ver e resumir a informacao subjacente aos dados. Ela tem por finalidade descrever certas
propriedades relativas de uma amostra ou um populacao. Mas quando realizamos uma son-
dagem para além de organizar os dados e descrever as caracteristicas da amostra, inferimos
a propriedades para toda populacao. O processo ou tipos de representacao os dados na
estatistica descritiva através de métodos numéricos (envolvendo apresentacido de medidas
de posicao ou dispersao) método gréfico (envolvendo gréafico ou tabular). A importancia
de tabelas fornecem uma ideia mais precisa e possibilitam uma inspec¢ao mais rigoroso aos
dados e os graficos sao mais indicados em situagoes que objectivam de uma visdo mais ra-
pida e facil respeita das variagdes as quais se referem os dados (constituem uma das formas
mais eficientes de representacao de dados). Uma forte andlise das estatisticas descritivas dos
dados fornece os alicerces para uma correta estatistica indutiva (identificar caracteristicas
da populacdo a partir das caracteristicas amostrais). A elaboragao desta se¢ao baseou-se no

programa do 122 ano atualmente em vigor em Timor-Leste.

Atributos estatisticos

Designam-se por atributos todas as caracteristicas da populagdo ou amostra que sao objeto

de estudo.

Um atributo qualitativo é uma qualidade, uma caracteristica da populacao ndao mensu-

ravel e que vai ser objeto de estudo.

Um atributo quantitativo é uma caracteristica da populagdo que é mensuravel e que vai

ser objeto de estudo.

Quando um atributo é mensuravel é designado por varidvel estatistica. A varidvel estatistica
deve estar definida de um modo preciso e claro. A varidvel estatistica classifica-se como

discreta se assume apenas um numero finito de valores em qualquer intervalo limitado. Caso
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contrario é uma varidvel continua e assume qualquer valor no seu intervalo de variagéo (estas

definigdes sao retomadas no capitulo 6).

Organizagao de dados

Os valores observados que formam a amostra chamam-se dados estatisticos. Uma boa orga-
nizacao dos dados permite uma maior facilidade na leitura e interpretagao da informacao.

A contrucdo de tabelas, graficos e diagrama permite evdenciar as caracteristicas dos dados.

Tabelas de frequéncias

Depois de recolhida a amostra é importante organizar os dados em tabelas de modo a facilitar

a visao global da informacao amostral, leitura e interpretacao.

Distribuicao Estatistica

Exemplo 4.1 Na turma A do 122 ano, da Escola Secundéria 28 de Novembro, em Timor-
Leste, realizou-se um estudo sobre as alturas (em cm) dos alunos dessa turma. Os dados

obtidos estao registados na seguinte tabela:

Tabela 4.1: Alturas dos alunos da turma A do 122 Ano

145 140 167 165 150 145 167 150 140 165 168 140
150 160 168 167 145 165 160 167 145 150 168 160

A varidvel estatistica em estudo é X: 7altura de um aluno da turma A do 122 ano”, sendo
a populacdo em estudo a turma A do 122 ano. Neste exemplo os valores que a varidvel
estatistica assume sao: 140, 145, 150, 160, 165, 167 e 168.
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Temos uma distribuigao estatistica sempre que o valor da varidvel estatistica é conhecido
para cada elemento da populagao ou da amostra em estudo. Designando por X a varidvel

estatistica, os diferentes valores que a varidvel assume sao representados por x1, Lo, T3, - .

No caso da variavel estatistica X ser quantitativa e assumir apenas um nimero limitado de

valores 1,9, - ,Z, que devem ser ordenados por ordem crescente

T <2< - < Ty

No exemplo 4.1 temos:

z1 = 140, 29 = 145, 25 = 150, x4 = 160, x5 = 165, x6 = 167, z7 = 168.

Frequéncia Absoluta

A frequéncia absoluta de um dado estatistico, representa-se por f;, e é igual ao nimero de
vezes que esse valor se repete na amostra. Quando organizamos os dados numa tabela, na
coluna da esquerda colocamos os diferentes valores x; que a varidvel em estudo pode tomar.

Vamos exemplificar com caso de estudo.

Frequéncia Relativa

Frequéncia relativa de um dado estatistico é o quociente entre a frequéncia absoluta e o

nimero total de observacoes e representa-se por fr; onde

fﬁ'zﬁ-

n

Nota: Ao multiplicar a frequéncia relativa por 100 esta aparece expressa em termos de

percentagem.

Exemplo 4.2 Os alunos da turma B do 122 ano, da Escola Secundaria 28 de Novembro,
foram inquiridos relativamente as suas preferéncias a nivel da Gastronomia de Timor-Leste.

Os resultados obtidos foram os seguintes:
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Tabela 4.2: Preferéncia Gastrondmica

Tipo de gastronomia | Freq. absoluta
Tukir de Cabrito 3
Kadaca 8
Manu Salar 10
Singa de Camarao 9

Frequéncia Acumulada

Existem dois tipos de frequéncia acumulada, a frequéncia absoluta acumulada (designada
por F; , e cujo valor se obtém adicionando as frequéncias absolutas até ao valor considerado
da varidvel estatistica) e frequéncia relativa acumulada (designada por F'r;, e cujo valor se

obtém adicionando as frequéncias relativas até ao valor considerado da variavel estatistica).

Tabela 4.3: Frequéncias simples e acumuladas

T fi | Jri | Fi| Fr
Tukir de Cabrito 3 10.10| 3 | 0.10
Kadaca 8 1027 |11 | 0.37

Manu Salar 10 | 0.33 | 21 | 0.70
Singa de Camarao | 9 | 0.30 | 30 | 1.00

Funcao Cumulativa

No caso da frequéncia absoluta acumulada (fungao cumulativa das frequéncias absolutas),
esta funcao faz corresponder a cada valor de z; o nimero total de dados observados com
valor menor ou igual a ;. No caso da frequéncia relativa acumulada (fungao das frequéncias
relativas), esta fungao faz corresponder a cada valor de z; a frequéncia relativa do total de

dados observados com valor menor ou igual a x;.

Exemplo 4.3 Uma pesquisa de Satude Publica investigou o ntimero de filhos em 48 casais
para analizar a evolucao da natalidade no distrito Viqueque. Na tabela estao registados os

valores obtidos para a variavel X : "ntimero de filhos por casal”:
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Vamos determinar as frequéncias absolutas e relativas (simples e acumuladas) para os dados

da tabela:
i | fi| fri | Fi| Fry
0 1 10021 | 1 | 0.021
1|14 (0.292 | 15| 0.313
2 |17 0.354 | 32 | 0.667
3 | 11 ] 0.229 | 43 | 0.896
4 | 5 | 0.104 | 48 | 1.000

Para os dados do exemplo 4.3, a funcdo cumulativa das frequéncias relativas define-se da

seguinte forma:

N =

o N

N W W

- NN

W W =

N =N

[ JUR S
SN CE N

B W

(NI )

— N
w W w
NN N

= O =

N = W

— N =

0.000 se z <0
0.021 se 0<z<1
P(z) = 0313 se 1<z<?2
0.667 se 2<z<3
0.896 se 3<zx<4
1.000 se =>4

Agrupamentos de dados em classes

Quando a varidvel estatistica (continua ou discreta) pode tomar uma grande diversidade de
valores, entdo procede-se ao agrupamento dos dados em classes (intervalos). As classes tém

que verificar as seguintes condigoes:

1. Serem disjuntas;

2. Incluirem todos os valores possiveis da varidavel que estd em estudo.

A diferenca entre o extremo superior e o inferior chama-se amplitude da classe. Ao ponto

médio de cada classe damos o nome de marca da classe e representa-se por x,,. Num intervalo

. . . a+b
do tipo [a, b[ a marca da classe obtém-se do seguinte modo: x,, = 5
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4.3

Existem algumas regras que é necessario ter em conta na formacao das classes:

AN I S

Todas devem ter a mesma amplitude;

Nao se devem sobrepor para que cada dado pertenca exatamente a uma e sé uma classe;
O limite superior de uma classe deve coincidir com o limite inferior da seguinte;

O valor minimo da amostra deve pertencer a primeira classe e o0 maximo a ultima;

O ntumero de classes é obtido utilizando a seguinte regra: para uma amostra de dimensao

n o nimero de classes k é o menor nimero inteiro tal que: 2% > n.

Exemplo 4.4 Numa prova de aptidao para acesso a uma empresa publica, os 40 candidatos

tiveram as seguintes classificagdes na prova (de escala 0 a 100):

7 70 75 60 65 60 45 55 75 70
60 65 60 55 75 65 65 80 75 83
80 75 65 65 75 80 65 65 75 65
80 65 70 75 75 65 83 83 65 75

Resolugao

Para este conjunto de dados temos:

L

D.

A dimensao da amostra é 40;
O valor méximo é 83;
O valor minimo é 45;
O ntimero de classes k, onde 2 > n < 28 > 40 & 26~ 40 < k = 6;
83—-45 38

— =6.33 = 6.
6 6

Amplitude das classes:

No exemplo, os dados sao agrupados em 6 classes e vamos calcular os pontos médios das

classes, as frequéncias simples (absolutas e relativas) e as frequéncias acumuladas (absolutas

e relativas) para elaborar uma tabela com todas as frequéncias.

Representacoes graficas

A representacao grafica de conjuntos alargados ou nao de dados é um meio eficaz, pratico,

simples, preciso e apelativo de transmitir informagao.
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Classes | zym | fi fri | Fi | Fry
[44;50[ | 47 | 1 | 0.025 | 1 | 0.025
[50;56[ | B3 | 2 | 0.05 | 3 | 0.075
[56;62[ | 59 | 4 | 0.100 | 7 | 0.175
[62;68] | 65 | 12 | 0.300 | 19 | 0.475
[68;74[ | 71 | 3 | 0.075 | 22 | 0.550
[74;80[ | 77 | 11 | 0.275 | 33 | 0.825
[80;86[ | 83 | 7 | 0.157 | 40 1

Tabela 4.4: Distribuicao dos dados em classes

De entre os métodos graficos usados para representar um conjunto de dados, os principais
sao o diagrama de linhas, o diagrama de barras, o diagrama circular e o histograma. O di-
agrama de linhas é usado para dados de natureza qualitativa ou quantitativa discreta, com
um numero pequeno de valores distintos. A altura de cada linha deverd ser proporcional a
frequéncia que lhe corresponde. No R, a organizagao dos dados em tabelas de frequéncias ab-
solutas/frequéncias relativas é feita pelo comando table(x) e table(x)/length(x) e os di-
agramas de linhas correspondentes sao construidos usandos os comandos plot (table(x)) e
plot(table(x)/length(x)). No caso de uma varidvel qualitativa também se pode usar o
diagrama de barras (idéntico ao diagrama de linhas) e o diagrama circular. O diagrama
circular é constituida por um circulo, em que se apresentam varios setores circulares, tantos
quanto as classes (categorias) consideradas na tabela de frequéncias da amostra em estudo.
Os angulos dos setores sao proporcionais as frequéncias relativas das classes (categorias).
No R, o diagrama de barras é obtido com a instrugao barplot(table(x)) e o diagrama
circular com pie(table(x)).O histograma é uma representacao grafica (um grafico de bar-
ras verticais ou barras horizontais) da distribuicao de frequéncias de um conjunto de dados
quantitativos continuos ou discretos com muitos valores. O histograma pode ser um grafico
por frequéncias absolutas ou frequéncias relativas. No caso de densidade, a frequéncia re-
lativa do intervalo i, (fr;), é representada pela drea de um retangulo que é colocado acima
do ponto médio da classe i. Consequentemente, a &rea total do histograma (igual a soma
das dreas de todos os retangulos) serd igual a 1. Assim, ao construir o histograma, cada
retangulo deverd ter drea proporcional a frequéncia relativa (ou a frequéncia absoluta, o que
¢ indiferente) correspondente. No caso em que os intervalos tém amplitudes iguais, as altu-
ras dos retangulos serdo iguais as frequéncias relativas (ou iguais as frequéncias absolutas)
dos intervalos correspondentes. No R os histogramas sao obtidos pelo comando hist(x).
Por defeito, as classes tém a mesma amplitude e a altura dos retangulos é a frequéncia. O

histograma terd uma &area igual a 1, se for acrescentada a opgao freq=F. Vamos ilustrar a
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construcao dos graficos diagrama de barras e diagrama de circular, com os dados do exemplo

4.2:

Diagrama de Barras

Tukir de Cabrito Kadaca Manu Salar  Singa de Camaréo

Figura 4.1: Diagrama de barras para X: "Preferéncias gastronémicas”

Resolugao em R

>GT1=c(3,8,10,9)

> gtl=c(rep(1,3),rep(2,8),rep(3,10),rep(4,9))

> gtl.d=table(gtl)

> names(gtl.d)=c("Tukir de Cabrito","Kadaca","Manu Salar","Singa de Camar\~{a}o")
> par (mfrow=c(1,2))

>barplot(gtl.d)

Diagrama de linhas

Para os dados do exemplo 4.3, realizou-se uma representagao grafica em diagrama de

linhas.

Resolugao em R

> x<-scan()
1:123212121213213121432313
2: 212432134213242131232042
49:

Read 48 items

> table(x)

X
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0 1 2 3 4

114 17 11 5

> freqg<-table(x)

>plot(freq, type="h", xlab="Numeros de filhos")

15
1

10

frequéncia

T T T T T
0 1 2 3 4

Numeros de filhos

Figura 4.2: Diagrama de linhas para X: "Numero de filhos”.

Diagrama Circular

Para construir o diagrama circular manualmente, precisamos de calcular a informacao
da tabela.

Tabela 4.5: Tabela das frequéncias de Gastronomia

X fi | fri | frix360°
Tukir de Cabrito 3 1 0.10 36°
Kadaca 8 | 0.27 96°
Manu Salar 10 | 0.33 120°
Singa de Camarao | 9 | 0.30 108°
Total 30 | 1.00 360°

A fungao pie() permite obter a representagao do diagrama circular.
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Kadaca

Tukir de Cabrito

Manu Salar

Singa de Camaréo

Figura 4.3: Diagrama circular

Resolugao em R

>GT1=c(3,8,10,9)

> gtl=c(rep(1,3),rep(2,8),rep(3,10),rep(4,9))

> gtl.d=table(gtl)

> names(gtl.d)=c("Tukir de Cabrito","Kadaca","manu Salar","Singa de Camarao")
> par (mfrow=c(1,2))

>pie(gtl.d, radius=1.2, col=c("green","blue","pink","red"))

Histograma

Para o exemplo 4.4, obtemos o seguinte histograma:

15

10
1

Numero de candidatos

o !—Hi
T T T T T 1
40 50 60 70 80 90

Classificagbes

Figura 4.4: Histograma para X: "Classificacao no teste de aptidao”
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Resolugao em R

>RE=c(75, 70, 75, 60, 65, 60, 45, 55, 75, 70, 60, 65, 60, 55, 75, 65, 65, 80, 75, 85,
>hist(RE,right = T, xlab="Classificacoes", ylab="Numero de candidatos", xlim=c(40,90)

Observacao: Um tipo de grafico diferente é o pictograma que é uma ilustracao que usa

simbolos sugestivos da varidvel (ou varidveis) em estudo.

Poligono de Frequéncias

0.05 0.06
1 |

Frequéncia relativa
0.03 0.04
|

0.02
1

0.01
1

0.00
L

T T T T T 1
40 50 60 70 80 90

Classificacdes

Figura 4.5: Histograma e poligono de frequéncias relativas para X: "Classificacdo no teste de

aptidao”

Resolugao em R

> points(h$mids, h$density, "1")

O poligono de frequéncias é um grafico de linhas em que no eixo vertical pode-se utilizar as
frequéncias absolutas ou frequéncias relativas e no eixo horizontal o ponto médio de cada
classe. A linha é construida unindo-se os pontos de coordenadas: as abscissas corresponden-
tes aos pontos médios de cada classe e as ordenadas as frequéncias absolutas ou relativas

dessas mesmas classes.
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Diagrama de caule-e-folhas
No grafico de caule-e-folhas os dados estao colocados de um modo ordenado em linhas
horizontais, apresentando uma visualizacao idéntica & de um histograma. Consideremos um
conjunto de dados, em que os registos sao formados por dois algarismos, o algarismo das
dezenas serd designado como caule e o das unidades como folha. As folhas sdo colocadas
em linhas horizontais a frente do respetivo caule. O diagrama deve apresentar tantas folhas
quantos os dados da amostra, permitindo vizualizar a forma da distribuigdo dos dados (Nota:
esta é uma apresentagao simplista, para maior detalhe de construcao deste tipo de diagrama
consultar Pestana & Velosa (2010)).

310

412 9

5/0 3 56 6 78 8 9 9

6/0 01 22 355 55 556 67778

7101 344455 566 6 6 6 77288

810 01 3 444456 7899

910 0 2 3 5 8 9
Como a amostra estd ordenada no diagrama este tipo grafico é bastante util no ciculo de
medidas estatisticas que envolvam ordens (posigdes) dos dados. O comando em R para
executar o grafico é stem().

4.4 Medidas de localizagao

Medida de localizacao ou de tendéncia central é uma grandeza numérica cujo valor referén-
cia a posi¢do de um conjunto de dados numa escala de valores possiveis. As medidas de
localizag@o mais usadas sao a média, a moda e a mediana. Pretendemos estudar o efeito de

alteracao dos dados a nivel destas medidas descritivas.

Média

A média é uma medida de localizacao e representa o ponto de equilibrio de um conjunto de
dados. A notacao é T e define-se para um conjunto de dados, x1, x2, - - ,&5, COMO:

n
>
i=1

T=1=
n



4.4. Medidas de localizagao 63

Nota: Quando nos referimos & média estamos a falar da média aritmética, onde todos os
valores sao igualmente ponderados. Existem médias que aplicam ponderacoes diferentes aos

valores amostrais.

Dada uma amostra de dimensao n onde cada varidvel x; toma k valores diferentes, sendo f;

e fr; a frequéncia absoluta e relativa respetivamente do valor z;, tem-se:
k

> fix
_hixomi+ faxmot o+ e Xap o

n n

Sl
|

k
_fT‘lX:L'l—l—f’r’QXl’Q—I—---—I-fT‘le’k:Zf’r’in’i.
=1

Propriedades da Média

Propriedade 1 Seja x1, xs, - - ,x, uma amostra cuja média é . Adicionando uma constante
k a todos os dados observados, a nova amostra passa a ser x1 + k,xo + k,--- ,x, + k =
xy,xb, -+ ,xl, sendo a nova média igual a:

2 =Z+k kecR.

Demonstracao

A média dos novos dados é z/, entao:
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Exemplo 4.5 Num restaurante, os valores pagos por um cliente (em ddlares) pelas refeigoes
de uma semana (7 dias) foram os seguintes: 10 10,50 11 12 12,50 13 13.

A média do preco didrio por refeicao foi de 11,71 ddlares.

Se ao prego inicial da refei¢ao, lhe acrescentarmos o consumo diario de uma bebida e uma so-
bremesa cujo preco é de 9 ddlares, entao o cliente pagaria na semana os seguintes montantes:
19 19,50 20 21 21,50 22 22 Cuja média é 20,71 ddlares.

Repare que se verifica a propriedade referida, a média final é a primeira média adicionada

do valor que aumentou o custo da refeicdao, neste caso de 9 ddlares.

Propriedade 2 Seja x1, xo, - - ,x, uma amostra cuja média é T. Multiplicando uma cons-

tante k a todos os dados observados, a nova amostra passa a ser x1 X k,z9 X k, -+ ,x, X k =
i i i ’ . .

Zy,Ty, - ,x, sendo a nova média igual a:

Z=zxk keR\{0}

Demonstracao

Sendo a média dos novos dados z’, entao:

I

=

X
m
A

Exemplo 4.6 A Escola Secundéria 28 de Novembro no fim do ano letivo tem por norma
distribuir prémios de criatividade pelos estudantes. No ano letivo de 2013 os resultados

foram registados na tabela seguinte:

A média dos valores dos prémios é de 64,58 ddlares.
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Tabela 4.6: Tabela de Prémios

Prémio (em ddélares) | Numeros dos Alunos
150 1
125 1
100 1
75 2
50 3
25 4

Tabela 4.7: Tabela dos novos Prémios

Prémio (em ddlares)

Numeros dos Alunos

300

1

250

200

150

100

50

1
1
2
3
4
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No ano letivo seguinte o valor dos prémios duplicou, mantendo-se o mesmo niimero de alunos
por categoria de prémio.

A média é 129,20 ddlares.

Repare que se verifica a propriedade referida, a média de 2014 é igual a média de 2013

multiplicada por 2.

Propriedade 3 Seja x1, x2, - - ,z, uma amostra cuja média é T. Considere que d; = x; — T
n
representa o i-ésimo desvio, entao para ¢ =1,--- ,n temos que E d; = 0.
i=1
Demonstracao
n n
E d, = E (l’l — f)
i=1 i=1
n n
= E T; — E X
=1 =1

Moda

A moda de um conjunto de dados é o valor que aparece mais vezes, ou seja, é aquele que
apresenta a maior frequéncia observada. Ha situagoes nas quais ela nao é tnica, pois pode
acontecer de se ter, em uma série estatistica, duas ou mais observagoes que tenham-se desta-
cado de forma idéntica, isto é, que tenham ocorrido com a mesma frequéncia maxima. Entao,
conforme o caso, teremos distribui¢oes bimodais (duas modas) ou multimodais (multimo-
dal). Também é possivel acontecer que todos os elementos tenham apresentado exactamente
o mesmo numero de ocorréncias. Isso significa que nao hd moda, pois nenhum dado se
destacou; o conjunto é, entao, chamado amodal. No caso de os dados estarem agrupados
em classes, & classe com maior frequéncia absoluta da-se o nome de classe modal e vamos
considerar, nesse caso, a moda como o ponto médio da classe. A notagdo usual para a moda

é M,. No R, esta medida estatistica nao se encontra implementada.
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Mediana

A mediana de um conjunto com n observacoes, é o valor que ocupa a posicao central da
distribuigao ordenada (por ordem crescente ou decrescente). Trata-se portanto de uma
medida de localizagdo e representa-se por M, ou X. Na escolha do valor central h4 que ter

em conta o seguinte:

, . . , . - +1
— Se n é impar, a mediana é o elemento que ocupa a posicao .

Ou seja a mediana é: me = Tnt1.
2

— Se n é par, existem dois valores no meio, sendo a mediana a semissoma dos elementos

n o n
que ocupam as posicoes 5 e 5 + 1.

Tn +x%+1
2

Exemplo 4.7 Numa aula de matemaética, das turmas I e IT do 102 do programa Ciéncia

Ou seja a mediana é: m, =

e Tecnologia da Escola Secundéria 28 de Novembro, o professor fez o registo da altura dos

alunos. Os resultados (em cm) obtidos foram os seguintes:

Turma I

139, 143, 142, 155, 145, 138, 158, 159, 163, 162, 142, 140, 140, 166, 139, 148, 151, 149, 168,
156, 142, 154, 137, 148, 167, 145, 154, 149, 152, 143, 151, 150, 153, 146, 147, 150, 139, 144,
153, 142, 164, 146, 149, 153, 159, 147, 164, 157, 145, 163, 155.

Turma IT

164, 161, 142, 156, 143, 138, 144, 139, 160, 156, 150, 146, 161, 144, 140, 158, 157, 149, 165,
157, 150, 145, 155, 158, 147, 137, 154, 159, 152, 143, 164, 151, 153, 166, 147, 151, 140, 154,
157, 162, 164, 146, 149, 153, 152, 167, 154, 146.

Determine a altura mediana dos alunos de cada uma das turmas.
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Resolugao

Vamos utilizar um diagrama de caule-de-folha com caules comuns para ordenar em simulta-
neo os dados das duas turmas. Do lado direito sao colocados os dados da turma I e do lado

esquerdo os dados da turma II:

9 8 7|13|7 8 9 9 9
4 433 2 00|14]0 0 2 2 2 2 3 3 4
99 776 6 6 5|{14|5 5 5 6 6 7788999
4 4433221100150 0112 333 44
9 8 8 7776 6 5(15|5 5 6 7 8 9 9
4 44 2110|162 3 3 4 4
7 6 5|16|6 7 8

Como a turma I tem um nimero impar de alunos, n = 51, entao a mediana é dada por:

Me = Ts5141 = T2 = Tog = 149

2 2

Resolucao em R

> median(T1)
[1] 149

Na turma II hd um nimero par alunos, n = 48, entao a mediana é dada por:

152 + 153
me = 224 ;r 125 _ JQF — 1525

Resolugao com R

> median(T2)
[1] 152.5

As alturas medianas sdo 149 cm e 152.5 cm respetivamente para a turma I e II.

Quando os dados estao agrupados em classes, identifica-se a classe mediana e localiza-se
graficamente a mediana. A interpretacdo geométrica da mediana para dados agrupados em
classes é o valor do eixo das abcissas tal que a reta vertical que passa nesse ponto divide a
area do histograma em duas regides com &areas iguais. Uma aproximagao para o valor da
mediana, pode ser obtida fazendo o gréafico da funcao cumulativa e determinando o ponto
de intersecdo da reta y = 0.5 com o grafico. A abcissa do ponto corresponde ao valor

aproximado da mediana.
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Nota: A amostra ordenada por ordem crescente é usual ser representada como

onde (1) € Z(,) representam o minimo e o maximo da amostra respetivamente. O uso
desta notacao sugere que as ordens das observagoes usadas no calculo da mediana ou outras

medidas estatisticas que envolvam ordens estejam entre parénteses curvos.

Quartis

Dada uma amostra é importante conhecer como os dados da amostra se distribuiem no seu
intervalo de valores. Os quartis sao valores obtidos a partir da amostra ordenada em ordem
crescente, que dividem a distribuicao dos dados em quatro partes iguais. O primeiro quartil,
()1, é o nimero que indica que 25 por cento das observacoes sao menores ou iguais e 75 por
cento das observacoes sao maiores ou iguais. O terceiro quartil, ()3, indica que 75 sao das
observagoes sao inferiores ou iguais ao seu valor e 25 por cento sao maiores ou iguais. A
mediana, (02 indica que 50 por cento das observacgoes sao menores ou iguais e 50 por cento da
amostra apresenta valores maiores ou iguais ao valor da mediana. As defini¢coes apresentadas
para os quartis sdo as dadas no manual do 122 adoptado em Timor-Leste. Como no caso
da mediana existem férmulas para determinar os quartis, também aqui vamos apresentar as

respetivas expressoes de calculo para o ()1 e Q3.

Tabela 4.8: Tabela dos quartis para n par

Localizagao | Quartil
n—+2
k= 5 Qr1=x},
n
k:— =T
5 Q2=7
3n+ 2
k‘ZT Q3=xg

No caso do nimero de dados da amostra ser impar temos:

A definigao usada no R para o quartil-p amostral é o valor que separa os p x (100)% valores
menores da amostra dos (1 — p) x (100)% valores maiores da amostra. No programa R, o

quantil-p da amostra x é dado por quantile(x,p).
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Tabela 4.9: Tabela dos quartis para n impar

Localizagao | Quartil
=" | Qe
k:n +1 Qi

2
k=3 x - 1— ! Q3=

Diagrama de extremos e quartis

O diagrama de extremos e quartis (ou caixa-com-bigodes) é um tipo de representacao gréfica

em que se realcam algumas caracteristicas da amostra, nomeadamente a amplitude amos-

tral, a dispersao dos dados e as possiveis assimetrias da distribuicao de dados. Para a sua

construgao precisamos de calcular a partir da amostra os quartis :q1, g2 e g3 e 0s extremos

amostrais (z(1) e z(,)). O diagrama de extremos e quartis é um grafico que apresenta uma

caixa central limitada pelos quartis ¢; e ¢3 sendo dividida por uma barra vertical com o

valor de ¢2. A largura da caixa nao dd qualquer informagao e a partir dos meios dos lados

da caixa partem duas linhas até aos extremos da amostra. Para construir o diagrama de

extremos e quartis procedemos do seguinte modo:

1.

Determinar na amostra os extremos (:E(l) e :E(n)) amostrais, e os quartis (qi, g2
e q3);
Tracar um eixo com escala para assinalar os valores determinados anterior-

mente;

3. Tracar dois segmentos de reta correspondentes aos extremos da amostra;

4. Construir uma caixa em que os dois lados correspondem a ¢ e ¢s;

5. Dividir a caixa anterior em duas partes usando um segmento de reta que

corresponde ao valor da mediana.

Finalizar a construcao do diagrama unindo os valores extremos a caixa.

Nota: Este diagrama também é conhecido por caixa-com-bigodes e no R é realizado com o

comando (boxplot()).

Valores muito pequenos ou muito grandes quando comparados com a maioria dos valores

centrais da amostra, denominam-se de outliers.

Os outliers dividem-se em outliers moderados ou severos. Vejamos qual o critério de classi-

ficacao:



4.4. Medidas de localizagao 71

X1} 1 gz a3 Xin}

e { zona de outliers

Figura 4.6: Diagrama de extremos e quartis

Uma observagao é um outlier se esta fora do intervalo
(1 —1.5(g3 — q1), g3 + 1.5(g3 — q1))

Um outlier é severo se esta fora do intervalo (¢1 — 3(¢3 — q1), g3 + 3(¢3 — ¢1)). Caso contrario

diz-se moderado.

No R, o parametro range=1.5 permite verificar a existéncia de outliers na amostra e esta por

defeito no boxplot (). Se for introduzida a opgao range=3 a existirem outliers sao severos.

Exemplo 4.8

Os dados seguintes representam as classificacbes obtidas por 75 estudantes, num teste de
Estatistica (de escala 0-100).

75 98 42 75 84 87 50 65 59 63 86 78 37 99 66 90 79 80 89 68 57 95 55 79 88 76 60 77 49 92
83 71 78 53 81 77 58 93 85 70 62 80 74 69 90 62 84 74 73 61 74 65 56 67 68 56 65 76 65 60
76 89 76 84 58 67 59 67 75 76 65 68 66 65 84.

Determine as seguintes medidas de localizacao: média, moda e quartis;
Represente os dados num diagrama de extremos e quartis.

Resolugao

n

. 5403
i=1
= — =72.04
n 75

A média de amostra é T =



72

Capitulo 4. Estatistica Descritiva

A representacao em caule-e-folhas é 1til pois a amostra estd ordenada permitindo identificar
de um modo simples as observagoes amostrais a usar no calculo da mediana, primeiro e

segundo quartis.
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Resolugao em R
> stem(dados)

O diagrama caule-e-folhas fornece a informacgao necesséaria ao calculo de algumas medidas

estatisticas de localizagao.
A moda é 65, pois é o valor com maior frequéncia na amostra.

Como temos uma amostra de dimensao impar, n=75, a mediana é o elemento da amostra
que se encontra na posi¢ao 38 ou utilizando a férmula de mediana obtemos: me = o1 =
2

T75+1 — I38 — 74.
2

Os quartis sdo as medianas de cada uma das partes em que ficou dividido o conjunto dos

dados pela mediana.

O 12 quartil é Qq:

k= "TH, entao o valor de 12 quartil é q; = x19 = 63.
O 22 quartil é Q2 é igual & mediana (go = 74).

O 32 quartil é @3, é obtido pela férmula:

1 1 22
n 4+ :3><75+ :_8:57

k =
3 X 1 1

entao o valor de g3 = z57 = 81.
Estas estatisticas sao calculadas no R com o comando quantile().

Resolugao em R
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Tabela 4.10: Quadro resumo das principais estatisticas

Média 72.04
Moda 65
12 Quartil 63
22 Quartil ou mediana 74
32 Quartil 81

> > quantile(x,probs=seq(0,1,0.25))
0% 25% 50% 75% 100%
37.0 64.0 74.0 80.5 99.0

Os diferentes valores obtidos para alguns dos quartis amostrais devem-se ao facto do manual

escolar e do software R usarem defini¢oes diferentes para a mesma medida estatistica.
b) Construgao do diagrama de extremos e quartis:

Com a informacao da tabela anterior, podemos construir o diagrama de extremos e quartis:

40 50 60 70 80 90 100

Classificagdes no teste de Estatistica

Figura 4.7: Diagrama de extremos e quartis

Da observacao do diagrama concluimos que existe um outlier a esquerda. Como 14.5 < 37 <

39.25, o valor 37 é um outlier moderado.

Resolugao em R
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>boxplot (dados)

Frequéncia
0

30 40 50 60 70 80 90 100

Resultado do teste de Estatistica

Figura 4.8: Histograma para X:”Classificagdo no teste de Estatistica”

4.5 Medidas de Dispersao

As medidas de dispersdao medem a variabilidade de um conjunto de dados a um parametro,

a média.

Amplitude

Num conjunto de dados, chama-se amplitude, & diferenca entre a maior e a menor das
observacoes. Esta medida representa o intervalo de variacao No R, esta medida de dispersao

é obtida fazendo range(x) e diff(range(x)).

Amplitude Interquartil

A amplitude interquartil é dada por g3 — ¢;. O seu valor é um indicador do intervalo de

variacao na parte central da amostra.
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Nota: No R, usa-se o comando IQR(x).
Variancia e Desvio padrao

A variancia amostral é a média (corrigida) dos quadrados dos desvios em relacao a média

amostral. A variancia representa-se por s2.

1
2 _ .
s—n_lg(a:, T)

i=1

Como a unidade da variancia nao é a mesma dos dados, torna-se 1til determinar o desvio

padrao que vem expresso na mesma unidade que os dados e que a média amostral.

5= nilz(:ni—f)z

i=1

Nota 1: No R, para a varidncia temos var(x) e para o desvio padrao sd(x).

n

1 ¢ _ S . 1 _
Nota 2: Quando s% = " 2(332 —7)? (varidncia ndo corrigida) entdo s = - 2(:@ —T)?
1= 1=

Nota 3: Para dados agrupados em classes temos a seguinte expressao:

k k
1 1
2 _ (e — )2 — (e )2
§ = ;_1 filzi —2)" = s= 3 ;_1 filzi — @)
com f; a frequéncia absoluta e x; o ponto médio da classe i, i =1, - , k.

Nota 4: No programa do Secundario em Timor-Leste, a variancia amostral assume qualquer

2 e 02. Neste trabalho reservamos o2 para a variancia populacional.

uma das notagoes: s
Coeficiente de variacao

O coeficiente de variacao representa-se por CV = O coeficiente de dispersao é uma

8l ®w

medida de dispersao relativa, obtida por divisao de uma medida de dispersao por uma de
localizagao, sendo deste modo invariante para mudangas de escala (mudanca das unidades

nao altera o valor do coeficiente).
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4.6

Nota: No R, esta medida de dispersao é dada por sd(x)/mean(x).

Um quadro resumo é apresentado com o possivel efeito nas medidas de dispersao quando se

realiza uma mudanca de variavel.

Medida de dispersao | M. variavel ‘ Efeito ‘
Amplitude Y=X+k Amp(Y) = Amp(X)
Amplitude Y=Xxk | Amp(Y) = Amp(X) x k
Variancia Y=X+k Var(X) =Var(Y)
Variancia Y=Xxk| Var(Y)=Var(X) x k?
Desvio padrao Y=X+k Sy = Sx

Desvio padrao Y =X xk Sy = Sx Xk

Coef. variacao Y =X+k | depende do sinal de k
Coef. variacao Y =Xxk CV(Y)=CV(X)

Observacgao: as demonstracoes destas propriedades das medidas de dispersao foram omitidas

dado que sao idénticas as realizadas para a medida de localizacao média.

Medidas de Forma

As medidas de forma servem para classificar a distribuicao dos dados em relacido ao achata-

mento e a assimetria.

Comecemos por definir momento central de ordem r:

my =13 (-3

O coeficiente de assimetria é dado por:

ms
by = 3/2

my

Diz-se que a distribuicao dos dados apresenta uma assimetria negativa se b; < 0, positiva se

b1 > 0 e diz-se simétrica se by = 0.
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Quadro auxiliar de classificacao de distribuigoes dos dados quanto a assimetria, relacionando

as trés medidas de localizacao:

Distribuigao simétrica média=mediana = moda

Distribuicao assimétrica | positiva: média>mediana>moda

negativa: média<mediana<moda

O coeficiente de achatamento é dado por:

quando comparado com o modelo normal (by = 3), a distribuigdo é dita platicirtica se

by < 3, mesocurtica se by = 3 e leptocurtica se by > 3.

Principais caracteristicas dos coeficientes de achatamento e assimetria:

O coeficiente de achatamento é sempre positivo;
O coeficiente de assimetria pode ser nulo, positivo ou negativo.
Os dois coeficientes sao invariantes para mudancas de localizacao e escala dos dados.

Nota: No software R as medidas de forma encontram-se na library(moments). No exemplo
4.9 optamos por definir no R as fungbes correspondentes aos coeficientes de achatamento e

assimetria.

Exemplo 4.9 Continuacao do exemplo 4.8

Vamos determinar os coeficientes de assimetria e achatamento by e bg,

> Valor

> summary(Valor)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
37.00 64.00 74.00 72.04 80.50 99.00
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> var(Valor)
[1] 169.4714
> n=length(Valor)
>n
[1] 75
> bil<-mean((Valor-mean(Valor))~3)/(var(Valor)*(n-1)/n)~(3/2)
> bl
[1] -0.1581455
> b2<-mean((Valor-mean(Valor)) ~{4)}/(var(Valor)*(n-1)/n) "~ (4/2)
> b2
[1] 2.749683
>IQR(Valor)
> gama
75%
-0.2121212

Exemplo 4.10

O ntumero de golos marcados nas 30 jornadas do clube da cidade de Gleno no distrito de

Ermera, foram registados na tabela seguinte:

Tabela 4.11: Tabela de frequéncias

Namerodegolos |0 | 1 | 23|45
Numero de jogos | 3 | 10 | 7 [ 4|5

Comecemos por determinar a média:

__0 X3+1x104+2x7+3x4x5+bHx1
N 30

61

30

=2.03

A tabela seguinte facilita a organizacao de dados para calcular a variancia:
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Tabela 4.12: Tabela de um Estudo

x; fi | (@i—2) | (z;—2)? fi x (z; —7)?

0 | 3] —203 | 412 12.36

1 |10] —1.03 1.06 10.60

2 | 7] —0.03 | 0.0009 0.0063

3 | 4] 097 0.94 3.76

4 | 5| 197 3.88 19.40

5 | 1] 297 8.82 8.82

Total | 30 > (z—z)*=54.95
i=1

Com base nos calculos da tabela temos:

Zfi(iﬂi —7)?
=

n

52

30

_ 54.95

=1.8

Retomamos o nosso exemplo 4.4

Tabela 4.13: Frequéncia Relativa

Classes | x; | fi xifi (v; — ) | (2; — )2 fi x (z; — 7)?
[44;50[ | 47 | 1 47 —23 529 529

[50;56[ | 53 | 2 106 —-17 289 578

[56;62] | 59 | 4 236 —11 121 484

(62;68] | 65 | 12 780 —5 25 300

(68;74] | 71 | 3 213 1 1 3

[74;80] | 77 | 11 847 7 49 539

[80;86] | 83 | 7 581 13 169 1183

Total 40 | wi x fi = 2810 > filzi — 7)* = 3616
i=1 i=1
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A média é

_ i _ 2810

T = - =10 =70
> fi
i=1

O desvio padrao é

4.7 Dados Bidimensionais

Este topico do programa sera aprofundado no capitulo reservado a estimagdo pontual con-
tudo, faremos uma passagem breve ao conteido da regressao linear simples como estudado

no 122 ano.

Muitos vezes, a andlise estatistica tem como objetivo estudar, em simultaneo, duas caracte-
risticas do mesmo individuo dando origem a amostras bidimensionais. Estas amostras sao
constituidas por pares de dados. Cada coordenada do par é uma varidvel estatistica, que
vai ser observada e registada. As varidaveis podem ser ambas quantitativas, qualitativos ou
uma de cada tipo. Na andlise de uma amostra bidimensional para além do estudo individual
de cada uma das varidveis, interessa também verificar se existe algum tipo de associagao
entre elas e no caso afirmativo que tipo de relagao. Considere o par de varidveis (X,Y),
tal que X: "peso de um aluno da escola, em quilogramas” e Y: altura de um aluno da
escola, em centimetros”. Para cada aluno vamos registar um par de valores, estes valores
estao relacionados entre si porque sao valores do mesmo individuo, mas os pares de valores
sao independentes entre si. Num estudo de dados bidimensionais a primeira abordagem é
construir uma representacao grafica designada como diagrama de dispersao para se verificar

se existe uma relacao entre as variaveis.
Apresentamos como exemplo os seguintes diagramas de dispersao:

Caso 1: Existe correlagao linear positiva entre duas variaveis, pois verifica-se que se uma

varidvel cresce a outra também cresce.

Caso 2: Existe correlagao Linear negativa entre duas variaveis, isto significa, que as variaveis

evoluem em sentido contrario (se uma cresce a outra decresce).
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Figura 4.9: Diagrama de dispersao, da esquerda para a direita: caso 1; caso 2 e caso 3

Caso 3: Existe correlagdo nula se nao ha qualquer influéncia de uma varidvel na outra e

neste caso a nuvem apresenta uma dispersao sem uma tendéncia definida.

Ao ponto de coordenadas (Z, §) chama-se ponto médio da nuvem de pontos (ou centro de
gravidade) e a reta que passa nesse ponto é a que melhor se ajusta a nuvem de pontos e
chama-se reta de regressdo linear. A reta de regressao linear faz sentido ser ajustada apenas

nos casos 1 e 2.
Exemplo 4.11 Num dado estudo bivariado foram observadas os seguintes registos:

Tabela 4.14: Tabela de um Estudo

w123 4|56
v |3]6]7]10]10] 12

Esboce o diagrama de dispersao e ajuste a reta de regressao linear a este conjunto de dados

recorrendo ao software R.
Resolugao com R

A representacdo do diagrama de dispersao é feita com o comando plot(), como se pode

observar na resolugao:

> x<-c(1,2,3,4,5,6)

> y<-c(3,6,7,10,10,12)
> reta<-1m(y~x)

> reta

Call:
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Figura 4.10: Diagrama de dispersao

lm(formula = y ~ x)

Coefficients:
(Intercept) X
2.000 1.714

> plot(x,y,ylim=c(0,15), xlab="Amostra A", ylab="Amostra B")
> mean (x)

[1] 3.5

> mean(y)

[1] 8

A reta obtida pelo comando 1m() é a reta que melhor se ajuste & nuvem de pontos:

Resolugao em R

> abline(reta)
> lines (x,1.7143%x+2.0000)
> text(4,7,"y = 1.71x + 2") # ou text(locator(l), "y = 1.71x + 2")

Nota: A regressao linear no programa do 122 nao é lecionada com a profundidade suficiente
para que os alunos a possam determinar pelo que, o uso do software R é uma ferramenta

indispensével para a sua determinagao e representacao.
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12

10

Amostra B

y=17143x+ 2

Amostra A

Figura 4.11: Regressao Linear

Para quantificar a associagdo do tipo linear entre duas varidveis vamos definir o coeficiente
de correlacao amostral de Pearson.

O grau de associacao linear entre duas varidveis é transformado matematicamente por
uma estatistica a que chamamos coeficiente correlacao linear e é designada por r. Seja
(x1,11), (x2,Y2), - , (Tn, yn) 0s valores observados correspondentes ao par de variaveis (X,Y),
define-se o coeficiente de correlacao do seguinte modo:

n

Z(xi )

i=1

sz—wz@z 2
i=1 =1
Z(xz - x)yz
_ i=1
sz—xvz@z o
i=1 i=1
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Figura 4.12: Exemplos de correlacoes, da esquerda para a direita: r=1,r=—-1er =0.

Exemplo 4.12 Pretende-se averiguar a existéncia ou nao de correlacao entre a varidvel X
="Total de alunos”, e Y= "Total de professores” do ensino bésico de Timor-Leste nos 13
distritos no ano letivo de 2012, cuja amostra se encontra na seguinte tabela. Verifique se
existe uma relagao linear entre duas varidveis. Para saber se hd ou nao correlacao estre
duas varidveis, vamos construir uma tabela com os cédlculos intermédios da expressao da

correlacao amostral de Pearson:
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Tabela 4.15: Professor e os Alunos EB de Timor-Leste

Distritos | Alunos | Professores
Ainaro 18939 480
Aileu 13311 447
Baucau 34387 1063
Bobonaro | 26001 802
Covalima | 19188 650
Dili 54045 1254
Ermera 34711 727
Liquica 16941 490
Lautem 20519 657
Manufahi | 13737 522
Manatuto | 13238 403
Oecusse 16704 437
Viqueque | 22675 800
Total 303396 8732

Tabela 4.16: Caélculos Intermédios da Expressao da Correlagao

Distritos x Y T Xy x? y?

Ainaro 18939 | 480 9090720 358685721 | 230400
Aileu 13311 | 447 5950017 177182721 199809
Baucau 34387 | 1063 | 36553381 | 1182465769 | 1129969
Bobonaro | 26001 | 802 | 20852802 | 676052001 | 643204
Covalima | 19188 | 650 | 12472200 | 368179344 | 422500
Dili 54045 | 1254 | 67772430 | 2920862025 | 1572516
Ermera 34711 | 727 | 25234897 | 1204853521 | 528529
Liquica 16941 | 490 8301090 286997481 | 240100
Lautem 20519 | 657 | 13480983 | 421029361 | 431649
Manufahi | 13737 | 522 7170714 188705169 | 272484
Manatuto | 13238 | 403 5334914 175244644 | 162409
Oecusse 16704 | 437 7299648 279023616 | 190969
Viqueque | 22675 | 800 | 18140000 | 514155625 | 640000
Total 303396 | 8732 | 237653796 | 8753436998 | 6664538
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Com base na tabela obtemos:

n(ixy)—(>_ )x(Y_ ¥i)
o — @)y wE — ()’

431513476
4 x 68664 x 108

T g

= 0.92073

O valor de r =~ 0.921 mostra uma correlagao elevada e positiva entre as duas varidveis. O

grafico de regressao monstra seguinte:
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Figura 4.13: Diagrama de dispersao alunos vs professores

Resolugao em R

> a<-c(18939,13311,34387,26001,19188,54045,34711,16941,20519,13737,13238,16704,22675)
> p<-c(480,447,1063,802,650,1254,727,490,657,522,403,437,800)
> plot(p~a,xlab="alunos",ylab="professores")

> cor(a,p)
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[1] 0.9207309

Nota 1: O topico das distribuicées de probabilidade pela sua importancia e destaque no

programa do 122 sera remetido para o capitulo seguinte.

Nota 2: O toépico da correlagao e regressao linear simples encontra-se desenvolvido com

mais detalhe no capitulo 6 numa seccao 6.3 de dados bidimensionais.
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Capitulo 5

Modelos Paramétricos

5.1 Variaveis Aleatodrias

Nesta seccao vamos fazer uma breve introducao a alguns conceitos associados as variaveis
aleatoérias.

Dada uma experiéncia aleatdria, existem situacoes em que estamos interessados em associar

valores numéricos aos resultados da experiéncia.

Exemplo 5.1 Considere a experiéncia aleatoria de dois lancamentos de uma moeda equili-
brada. Considere os acontecimentos: C= "saida da face cara” e E= "saida da face euro”. O

espaco de resultados associado a esta experiéncia aleatéria é Q = {CC,CE, EC, EE}.

Para estabelecer uma correspondéncia entre o resultado ocorrido e um valor numeérico é
necesséario definir varidvel aleatéria. Assim, define-se: uma varidvel aleatdria é uma fungao
X, definida num espaco amostral e com valores em R, que associa a cada elemento w de (2

um valor real, que representamos por X (w). Temos assim,

—
w — X(w)

Exemplo 5.1 (cont.): Considere X a v.a. que representa o "niimero de caras”. Para este

exemplo obtemos a seguinte tabela:

w |CC CE EC EE
Xw |2 1 1 o0

89
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Como a moeda é equilibrada, cada um dos 4 resultados possiveis tem probabilidade 1/4, e
portanto a v.a. X pode assumir os valores 0, 1 ou 2, respetivamente com probabilidades
1/4,1/2 e 1/4.

As varidveis aleatérias podem ser discretas (assume um nimero finito ou infinito numeravel

de valores) ou continuas (assume um nimero finito ou infinito numerével de valores).

Seja A o conjunto de valores que uma variavel aleatdria discreta X assume. A fungao massa

probabilidade (f.m.p.) da varidvel aleatéria X é definida por:

f(:n)—{ P(X=x) se z€A

0 outros valores

De modo equivalente podemos escrever a funcdao massa de probabilidade de uma v.a. X que

toma os valores {x1,x2,...}, designando por p; a probabilidade de cada elemento x;,

ou

xr X X
X - 1 2 3
b1 P2 P3

Exemplo 5.1 (cont.)
X . 0 1 2
1/4 1/2 1/4
Define-se funcao distribuicao de X, a funcao real de variavel real, F', com dominio R tal que:

F(z)=P(X <)

Propriedades de F'(z):
0<F(zr)<1, VeR

lim F(z)=0e lim F(z)=1

T——00 T—+00
F(z) =3 4,<o f(xi)
f(zi) = P(X = ;) = F(x;) — F(zi-1)

Para uma varidvel continua temos definicoes semelhantes as de uma varidavel discreta mas
adaptadas a natureza da varidvel. Uma varidvel aleatoria diz-se continua se e sé se existir

uma funcao real, f(z) nao negativa tal que:

Plz) = P(X < z) /_ F(t)dt
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f(.) designa-se por funcdo densidade de probabilidade
F(.) designa-se por fungao de distribuicao

f(z)>0, VzxeR
“+oo
/ flx)dx =1

Para as variaveis continuas verificam-se:
P(X <a)=F(a)

Pla < X <b)= [ f(t)dt = F(b) — F(a)
P(X>a)=1—-P(X <a)=1- F(a)
P(X=a)=0 Va

Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b)

As distribuigbes tém caracteristicas tedricas correspondentes as caracteristicas amostrais

estudadas na Estatistica Descritiva.
O valor médio ou valor esperado de uma variavel aleatoria X é definido como:
Yo vif () v.a. discreta
EBlX] =

fj;o xzf(z)dr v.a. continua

H= inf(l’z‘) ou p= /l’f(l’)dl’

O valor médio de X que corresponde a média amostral designa-se por p e é uma média

pesada (de acordo com f.m.p. ou f.d.) dos valores de X.
As expressoes anteriores podem ser generalizadas para uma funcao de uma varidvel aleatéria,

Y = h(X), obtendo-se:

Zi h(x;) f(z4) v.a. discreta
E[Y] =
ff;o h(z)f(x)dz v.a. continua

Propriedades do valor esperado:
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Sejam X e Y duas v.a. independentes e a e b duas constantes reais.
Elal = a

ElaX +b] = aE[X]|+b

E[X +Y] = E[X]+ E[Y]

E[XY]| = FE[X|E[Y]

Vejamos outras medidas com interesse das distribuigoes:

Moda: valor = para o qual a funcao f(x) é maxima.

Mediana (M): é o menor valor de x tal que F(x) > 0.5.

No caso continuo, corresponde ao valor que de x que acumula a sua esquerda uma area de
0.5 da densidade.

A variancia de uma variavel aleatéria X é definida por:

> — ,u)2f($i) v.a. discreta
Var[X] = B[(X - u)?] =
fj;o(iﬂ —w)?f(z)dz v.a. continua

Var[X] = E[X?] — E[X]?

0? = Var[X]

Propriedades da variancia: Sejam X e Y duas v.a. independentes e a e b duas constantes

reais.
Var[X] >0
Var[a] =0

VarlaX +b] = a®?Var[X]

Var[X +Y] =Var[X]|+ Var[Y]

Vamos em seguida apresentar com algum detalhe as distribuices discretas de Bernoulli,

Binomial e Poisson e a distribuicao continua normal.
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5.2 Distribuicao de Bernoulli

A distribuicao de Bernoulli é uma distribuicao de varidvel aleatéria discreta que esté associ-
ada a um processo de Bernoulli. Um processo de Bernoulli é qualquer experiéncia estatistica
com as seguintes propriedades:

— Consiste em n tentativas repetidas;

— Cada tentativa tem dois resultados possiveis: sucesso ou insucesso;

— A probabilidade de sucesso p é a mesma em qualquer tentativa;

— As tentativas repetidas sdo independentes (e, portanto, a probabilidade de sucesso néao

é afetada pelo possivel conhecimento do resultado obtido em tentativas anteriores).

Considere-se X uma varidvel aleatéria (v.a.) que admite dois valores possiveis (sucesso ou
insucesso). Normalmente, considera-se X = 0 quando o resultado é um insucesso e X = 1
para o resultado sucesso. Ao sucesso estd associado a probabilidade p e g é a probabilidade
de ocorrer um insucesso, com ¢ = 1 — p. A v.a. discreta X segue uma distribuicao de

Bernoulli, se a sua funcao massa de probabilidade é:

p*(1—p)*, ze{0,1}

0, outros valores

A notacgao abreviada é X ~ Bernoulli(p).
Propriedades da distribuicao de Bernoulli

Parametro: p €]0,1]

Conjunto de valores de X: {0,1}

Valor médio:
E(X) =px =p.
Demonstracao



94

Capitulo 5. Modelos Paramétricos

Variancia:
Var(X) = 0% =p(1 —p).
Demostracgao
Var(X) = E(X?)—[B(X))]
= [12 x p] = p?
=p—p?
=p(1—p)
Exemplo 5.2

Considere-se o lancamentos de um dado em que o acontecimento de sucesso é ”saida de
face superior a 4”. Defina a variavel aleatéria associada a experiéncia.

Resolugao

Seja X a v.a. discreta que assume o valor 1 se ocorre o sucesso ’saida de face superior a

4” e (0 se ocorre o Insucesso.

2 1
p = P(”sucesso”) = P(”saida de face superior a 4”) = =3
Seja,
1 P()?' 77) 1 1 2
—p= P("insucesso”) =1 — - = =
b 33

1
Define-se a v.a. X como X ~ Bernoulli(g).
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5.3 Distribuicao Binomial

A distribuicdo binomial é pode ser vista como uma generalizacdo da distribuicdo Bernoulli
para o caso de n tentativas independentes e portanto estd também ela associada a um
processo de Bernoulli. A distribuicao binomial ou modelo binomial modela experiéncias

com as seguintes caracteristicas:
— Em cada tentativa considera-se somente a ocorréncia ou nao de um certo evento que
serd denominado sucesso e cuja nao ocorréncia é denominada por insucesso;
— As tentativas sao independentes;
— A probabilidade de sucesso p é a mesma para cada tentativa. A probabilidadede insu-

cesso sera denotada por 1 —p = q.

Como ja foi referido, a distribuicao binomial pode ser vista como uma generalizagao da dis-
tribuicao de Bernoulli para o caso de uma sequéncia de n tentativas de Bernoulli. Assim,
se X; representar o sucesso/insucesso obtidos na tentativa i (X; toma o valor 1 ou 0, res-
petivamente), e cada X; ~ Bernoulli(p), i = 1,2,--- ,n, sendo o nimero de sucessos em n

tentativas de Bernoulli independentes uma variavel aleatoria X tal que
X=X1+Xy+- -+ X, ~ Bin(n,p).
A funcdo massa de probabilidade da distribui¢do binomial é definida:

<Z>px(1 _p)n—m, T € {071727' o ,’I’L}
0, x¢{0,1,2,--- ,n}

De forma abreviada escrevemos que X ~ Bin(n,p).

. . .. n - . .
Os coeficientes binomiais < > que aparecem na expressao da f.m.p. do modelo binomial
x

definem-se como:
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iv (a+b)" = Z <Z> a®b"" ", para todos os a,b € R

z=0

Propriedades da distribuigao binomial
Parametros: n € N e p €]0,1]
Conjunto de valores de X: {0,1,2,--- ,n}

Observacao: Nas demonstragdes do valor médio e da varidncia da v.a. X ~ Bin(n,p),
vamos considerar X = Y X; com X; ~ Bernoulli(p), i =1,...,n v.a.’s independentes e

identicamente distribuidas com E(X;) =p e Var(X;) = pq, sendo g = 1 — p.

Valor médio: E(X) = pux = np

Demonstracao

Sendo X uma soma de varidveis independentes o seu valor médio é igual a soma dos valores
médios das varidveis X;, i =1,...,n.

px =EXi 4+ Xo+ -+ Xp)
=FE(X1)+ E(X2)+ -+ E(Xy)

= np
Variancia: Var(X) = o% = np(1 — p)

Sendo X uma soma de varidveis independentes a sua variancia é igual a soma das variancias
das varidveis X;, 1 =1,...,n.
Demonstragao
O'% =Var(X;+Xo+ -+ Xp)
=Var(Xy)+ Var(Xs) + -+ Var(X,)
=p(l—=p)+---+p(l—p)

=np(l —p)

A determinacéo do valor médio e da varidncia através do modelo binomial vai ser apresentada

recorrendo a funcao geradora de momentos que passamos a descrever:
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Funcgao Geradora de Momento (f.g.m)

A funcao geradora de momento de uma varidavel X é definida por
Mx(t) = E(e™)

desde que valor médio seja finito para ¢ real em algum intervalo —tg <t <ty com ty > 0.

Recordamos que e® pode ser escrito como uma expansao em série de poténcias
S N
e’ = x N N P
2! 3l

temos entao que
2 3
tr _ (tz)* | (tz)
e —1+t$+T+T+”‘

Aplicando o valor médio em ambos os lados, obtemos do lado esquerdo a f.g.m. My (t).

(LX) (X

Mx(t) = E(e") = B(1 +tX + 51 30

_|_)

2E(X? tB3E(X3
(X?) | PEXP) |

My () = 1+ tE(X) + ——; 2

Admitimos ser possivel permutar soma infinita e valor médio.

Como Mx(t) é uma funcdo na varidvel ¢, é possivel derivar Mx () em ordem a t.
(Suponhamos agora que o lado direito pode ser escrito uma soma infinita das respetivas
derivadas)
d 2tE(X?)
L

M (t) = — Mx(t) = 0+ E(X) + =,

Para t = 0 obtemos:

M (0) = B(X)
Calculando a segunda derivada de Mx (t) temos que,

My (t) = %%(t) = B(X?) + tE(X®) 4 - -
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Para t = 0 obtemos:

Podemos entao calcular a variancia de X

" !

Var(X) = E(X?) - (E(X)2) = My (0) — (My(0))>

Vamos aplicar este método ao modelo binomial,

Mlt) = Be¥) = 36 ()t -
k=0

_ —(n etk (1 — )k
—k;(,ﬁ)( P )
= (pe' +1—p)"

! d n n—
My (t) = @(pet +1—p)" =n(pe' +1—p)" pe'

E(X) = My (0) entdo E(X)=n(p+1—p)" ‘p=mnp

Para determinarmos a variancia derivamos mais uma vez a fungao Mx(t)

2
"

d B .
My = —5(pe’ +1—p)" =n(n —1)(pe’ +1 - p)" "2 (pe")* + npe' (pe’ + 1 —p)" '

My(0)=n(n—-1)p+1-p)" 2xp*+np(p+1—p)" L =n(n—1)p* +np

e portanto, obtemos que

"

E(X?) = My (0) = n(n — 1)p* + np.
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Deste modo, Var(X) pode ser calculado por:
Var(X) = B(X?) - (B(X))?

= [n(n — 1)p* + np] — (np)*

— n2p? — np? + np — n2p?

=np(l —p)

Moda:

A distribuigao é unimodal se (n + 1)p ndo é um numero inteiro. Neste caso, a moda é dada
por [(n + 1)p|, ou seja, a parte inteira de (n + 1)p. A distribuigao é bimodal se (n + 1)p é
um numero inteiro. Neste caso as modas sao (n+ 1)p e (n+ 1)p — 1.

Representam-se de seguida os gréaficos correspondentes as f.m.p.’s de distribui¢oes binomiais
com parametros n =19 e p=1/5en =20 e p = 1/5 para ilustrar as situagdes unimodal e
bimodal do modelo binomial.

1—-2p

np(1 - p)
1 —6p(1 —p)

np(l —p)

Coeficiente de assimetria: §; =

Coeficiente de achatamento: 5, = 3 +

Nota 1: Define-se [z] como a parte inteira de x.
Nota 2: X ~ Bernoulli(p) < X ~ Bin(1,p)

Nota 3: X; ~ Bin(n;,p),i =1,2,--- ,m e se X1, Xo, -+, X,, sdo varidveis independentes
entao,
m
X:ZXZ- =X +Xo+ -+ X, ~Bin(ng +ng+ ...+ nm,p).
i=1
Exemplo 5.3
Sendo X uma v.a. discreta tal que X ~ Bin(25,p) e E(X) =T.
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o o
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s ML g |l L
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5 10 15 20 5 10 15 20
n=19 e p=1/5 n=20 e p=1/5

Figura 5.1: X ~ Bin(19,1/5) e X ~ Bin(20,1/5)

1. Determine o valor de p;

2. Calcule:

Resolugao

Seja X ~ Bin(25,p), como E(X) = 7 entdao podemos escrever,

LEX)=T&np=T2p=Tp=+ <p=1028

25

(a) X ~ Bin(25,0.28) & P(X =) = <T

>0.28’“(1 —0.28)7" r=0,...,25
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25! _
P(X =10) :ﬂﬂ%tﬁgﬁdmgoxﬂ_a%f5w
25! 10 15
_ 2! 10x 15
= Toral x 0.287770.72
= 0.070
Resolugao em R
> n=25
> p=0.28
> dbinom(10,n,p)
[1] 0.070
(b) P(X > 10)
P(X>10) =1-P(X <10)
=1-P(X<9)
=1-[P(X=0)+---+P(X =09)]

=1—(0.000 + 0.003 + 0.012 4 - - - +0.153 + 0.113)

=1-0

=0.134

Resolugao em R

> 1-pbinom(9,n,p)
[1] 0.134

ou de um modo equivalente,

.865

> pbinom(9,25,0.28, lower.tail=F)

[1] 0.134
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= 0.078 +0.128 + 0.166 + 0.175 + 0.153 + 0.113 + 0.070

=0.884

Resolugao em R

> pbinom(10,n,p)-pbinom(3,n,p)
[1] 0.884

Exemplo 5.4

Suponha que numa linha de producao a probabilidade de obter uma unidade defeituosa
(sucesso) é p = 0.2. Toma-se uma amostra de 20 unidades para serem inspecionadas. Qual
¢é a probabilidade de obter:

1. Uma unidade defeituosa;

2. No méaximo trés unidades defeituosas.

Resolugao

Seja X o niamero de unidades defeituosas, entao
X ~ Bin(n =20,p =0.2)

1. Uma unidade defeituosa:

2
P(X=1) = < 10> x 0.21 x (1 —0,2)%0!
20!
— 71'(200_ ik 0.2 x 0.8
= 0.06

Resolugao em R

>dbinom(1,20,0.2)
[1] 0.06

Com o comando plot podemos representar o grafico da funcao de distribuicao através
do seguinte comando:
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0.20 —

0.15 —

fx

0.10 —

0.05 -
\

0.00

T
5

T T
15 20

T
10

Nlmeros de unidades defeituosas

Figura 5.2: Funcao massa de probabilidade

> plot(dbinom(seq(0,20, by=1),size=20, prob=0.2), type="h",
+ xlab="Numero de unidades defeituosas",

+ ylab="Probabilidade", main="Funcao massa de probabilidade")

A funcao de probabilidade acumulada pode ser representada com seguinte instrucao:

plot(pbinom(seq(0,20, by=1),size=20, prob=0.2), type="h",
+ xlab="Numero de unidades defeituosas",
+ ylab="Fx")

1.0 4

0.8 4

0.6 1

Fx

0.4 4

0.2 4

0.0 1

T T T T
5 10 15 20

Nimeros de unidades defeituosas

Figura 5.3: Funcao de distribuicao
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2. No méaximo trés unidades defeituosas:
P(X<2) =P(X=0+P(X=1)+P(X =2)

= (0,016 + 0,058 + 0, 137)
= 0,211

Resolugao em R
> pbinom(2,20,0.2)
[1] 0.21

5.4 Distribuicao de Poisson

A distribuicao de Poisson é um modelo probabilistico adequado para descrever os fenémenos
em que os acontecimentos se repetem no tempo ou no espago. Um modelo de Poisson verifica

as seguintes condigoes:

e O numero de ocorréncias em intervalos de tempo nao sobrepostos sao variaveis aleaté-
rias independentes;

e A probabilidade de um certo niimero de ocorréncias se verificar é a mesma para inter-
valos da mesma dimensao, isto é, aquela probabilidade depende apenas da amplitude
do intervalo e nao dé posi¢ao em que se situa esse intervalo;

e A probabilidade de se registarem duas ou mais, ocorréncias num intervalo suficiente-
mente pequeno é desprezavel, quando comparada com a probabilidade de se verificar

apenas uma ocorréncia.

A varidvel aleatdria discreta X, que designa o ntmero de ocorréncias num determinado
intervalo de tempo, quando os eventos sao independentes uns dos outros, segue a distribuigao
de Poisson e escreve-se:

X ~ Poisson(\), sendo \ o parametro, a fungao massa de probabilidade é representada por:

67}0\%7 $6{071727'“}

!

0, r¢{0,1,2,---}
Outra forma de calcular f(z) é usando a seguinte férmula de recorréncia:
f0) = e
flz) = flz— 1)%7 re{l,2,3,---}
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Esta maneira de definir f(z) é til para justificar o seguinte: Considera-se um processo de
Poisson definido num intervalo de tempo t. Este intervalo é dividido em subintervalos muitos

pequenos de modo que:

(a) a probabilidade de ocorrer um evento num dessas subintervalos é proporcional ao seu

comprimento;

(b) a probabilidade de ocorrer mais do que um evento num desses subintervalos é despre-
zavel;
(c) a probabilidade de ocorrer um evento num desses subintervalos é independente de ter

ou nao ocorrido um evento noutro qualquer subintervalo.

Suponha-se que A representa o niimero médio de eventos que ocorrem no intervalo de tempo t.
Podemos considerar um processo de Bernoulli; X; ~ Bernoulli(p = A/n), parai=1,...,n
em que X; = 1 ou X; = 0 consoante ocorre ou nao um evento no i-ésimo subintervalo, para

calcular
PXi+Xo+ -+ X,=1x)

em que X1+ Xo+---+ X, ~ Bin(n,p = A\/n) representa o niimero de eventos que ocorrem

no intervalo de tempo t. Neste caso; X1 + X9 + - - - + X, 0 que implica que

P(X1+X2++Xn ::E) = <Z>px(1_p)n—:c, T € {071727"' 7n}'

Vamos mostrar que, quando n — +00, esta distribuicao tende para a distribuicao de Poisson:

= O (2 1-2)
I NG
e O (2 o2y

:n(n—l)..;;!(n—a:Jrl)g<1_1%>r<1_%>n

n—1)---(n—xz+1)

é um quociente de dois polinémios de grau z, pelo
nZE

A expressao

que
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lim nn—1)---(n—x+1) _q
n—+4oo n<

1 X
lim <1_A> =1

n—-+o0o
)\ n
lim <1 - —> =e
n—-+o0o n
Assim, obtemos o resultado pretendido:

A\

e A
P(X =x)= o

No caso de Y ~ Bin(n,p) e de n ser suficientemente grande, podemos aproximar P(Y = y)

usando a distribuicao de Poisson com A\ = np.

Propriedades da distribuigao de Poisson

Parametro:
O parametro representa o nimero médio de eventos que ocorrem num intervalo de tempo

ou numa regiao espacial, e designado por:A €0, +ool.

Conjunto de valores de X: {0,1,2,---}

Valor médio: E(X)=pux = A.

Demostragao
too —A)\:c
BE(X) =) u |
=0 ’
too Az—1

+00 g
Ly
= s!

e et
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Variancia: Var(X) =05 = A

Demostragao
+oo A\
o g€ A
E(X*) = Zx 3
z=0
+oo z—1
= Ae‘AZxW, considerando = — 1 = s, obtemos
r—1)!
r=1
,\+OO A
= )\6_ Z(S + 1)5
s=0
Mas
+oo S T00 4 +oo S
DT =D s+ S
x=0 s=0 s=0
+oo )\)\s—l N
= _— —|— €
—1)!
—(s=1)!
+00 A\S \
s=0
=erMA+1)
Assim
B(X?) =Xe A+ 1)
=22+
e

Var(X) = E(X?) - [B(X))?
= (A2 4N =\

= A+ 22— \2
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Moda:
Se A nao for um nimero inteiro entao a distribuicdo tem a unimodal. Neste caso a moda
é dada por [A], ou seja a parte inteira de A. Se A é um numero inteiro entdao a moda da

distribuicao é bimodal. Neste caso as modas sao A — 1 e A.

Representam-se de seguida os graficos correspondentes as f.m.p.’s de distribuicées de Poisson
com parametros A = 3.5 e A = 2 para ilustrar as situagoes unimodal e bimodal do modelo

de Poisson.

L0 o
N 4 o
o o
I
] 3
o
SN P
X o 3
3 % 3
o g_o
US_ S
o
8
8 | S
o ‘
s | oo 8__‘ ||.
e N s e e I s e
2 4 6 8 12 2 4 6 8 12
A=2 A=35

Figura 5.4: X ~ Poisson(2) e X ~ Poisson(3.5)

Coeficiente de assimetria: $; =

1
VA

1
Coeficiente de achatamento: 3, =3+ —

VA

Exemplo 5.5 A radiacdo de um determinado material emite particulas v a uma taxa de

duas por segundo. Determine a probabilidade de:

(a) nao serem emitidas particulas num periodo de 0.5 segundo

(b) serem emitidas duas particulas num segundo.
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(c) serem emitidas pelo menos 3 particulas em dois segundos.

Resolugao
A=2

X : "ntimero de particulas v emitidas por segundo”

X ~ Poisson(2)

—222
P(X = k) = ——

(a) serem emitidas duas particulas num segundo:

t=1,

P(X, =2) = < 2Pem?

Resolugao em R

> dpois(2,2)
(1] 0.271

(b) nao serem emitidas particulas num periodo de 0.5 segundo

Y ~ Poisson(1)

2!

= 0.271.

y : "nlimero de particulas v emitidas em 0.5 segundos”
Ply=0) = 51" = ¢! = 0.369

Resolugao em R

> dpois(0,1)
[1] 0.3678794

(c) serem emitidas pelo menos 3 particulas em dois segundos:

T : "ntimero de particulas v emitidas em 2 segundos”.

T ~ Poisson(4)

Resolugao em R

> 1-ppois(2,4)
[1] 0.762

P(T > 3)

=1-P(T <3)
=1-P(T<2)
=1-0.2381033
=0.762
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5.5 Distribuicao Normal

A distribuicdo normal ou distribuicao gaussiana é uma distribuicdo continua com forma de
sino e desempenha a nivel da Estatistica um papel primordial pelas suas propriedades e

aplicacoes. Vejamos algumas aplicagoes que a tornam especial:

e E um modelo adequado para representar muitos dos fenémenos do mundo real (carac-

teristicas humanas como a altura e o peso, caracteristicas mensuraveis, etc);

e E muito usada na inferéncia estatistica. Mesmo quando a distribuicdo da populagao
nao é normal, a distribuigao das médias amostrais é aproximadamente normal (teorema
do Limite Central);

e Muitas técnicas desenvolvidas na area da Estatistica sao exatas no caso de distribuicoes

normais;

e Algumas varidveis aleatérias (como por exemplo, a binomial e a de Poisson) podem ser

aproximadas por uma varidvel aleatéria normal.

Seja X uma varidvel aleatéria continua que tem distribuigdo normal com valor médio p e

variancia o2, entdo escrevemos:

f(l') = \/2;76_5 %)27

onde x € R. Vejamos algumas caracteristicas da distribuicao normal.
Caracteristicas da curva normal

e Forma em sino ou simétrica

Tem um méaximo para x = u

Figura 5.5: Curva Normal

e Ouanto maior for o desvio padrao, o, mais achatada é a curva.

o9 > 01
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Figura 5.6: Curva Normal

e A drea compreendida entre a curva e o eixo Oz é igual a 1

Area=1

Figura 5.7: Curva Normal

e A probabilidade de que a varidvel tome valores no intervalo [z;,z;[ é igual a &rea

definida pelo eixo Oz, pelo grafico da funcao densidade e pelas retas © = x; e © = ;.

Figura 5.8: Curva Normal

e A concavidade da curva muda de sentido para

N =p—o0cerxry=p+o.

H=o ,u-;-a

Figura 5.9: Curva Normal

o O eixo das abcissas é uma assintota da curva. A area abaixo da curva distribui-se em

intervalos da seguinte forma:

Plp—o <X <pu+o)~0,6827%
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68.27%

U—o u  H+O

Figura 5.10: Curva Normal

u-2o u u+2o

Figura 5.11: Curva Normal

Plp—o <X <u+o)~~9545%

99.73%

u=3c u w+ 3U=

Figura 5.12: Curva Normal

Plu—o <X <pu+o)=0,973%
Propriedades da distribuigao Normal

Parametro:
A distribui¢do normal é uma distribuicdo que tem dois pardmetros, o valor médio u

(parametro de localizacdo) e a varidncia o2 (parametro de escala).

Conjunto de valores de X: | — 0o, +00|

Valor Médio:
E(X) = p (pardametro de localizacao).

Demostracgao
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+oo (2=t )2
E(X) / o/ dx,
( \/ 2mo?
Fazendo a mudanga de varidvel: z = =L 2 =20+ pe

dxr = odz, obtemos

1 e 2
= —_— —z /2
E(X) 27m2/— xe dx

+oo
= \/m/ (0z+ u)e_z2/2dz

“+00 “+00
= \/%/ 2e % 2dz + ,u\/%/ e 2124
T —00 ™ —00

Variancia:

Demonstracao

+oo o
E(X?) = ¢2i7/ atems

Fazendo a mudanca de varidvel: z = £ & x = 20 + p e dr = odz, obtemos

E(Xz) —

+oo 2/
—z
27T0_2/ (o0z + u dz

o? [tee 27 2uo 2 2ot
= e 2 2dy 4 22 a ze_z 12dz + ,u_/ e %24
\/277/ V2 V2T J o

= p

como vimos, o segundo integral é nulo e o terceiro integral é um,

g oo _22/2d 1 oo _22/2d 1
— ze z € e z = 1.
V2T ) V2T )

o? +oo2 2/2 2
E(XQ):E/ 220z 4
—00

Assim,
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A resolucgao deste integral é feita pelo método de integracao por partes:

2 2
dv = ze % 2dz, v = —ze % /2

.2 ~Hm
E(X?) 202{[—262/2 L / —22/%}

eu=z,du=dz
obtemos

Portanto:
Var(X)=B(X?) = [E(X)P=(0" + %) - p=0?
Moda: u

Coeficiente de assimetria: 5; =0

Coeficiente de achatamento:5, = 3

Exemplo 5.6

Considere a v.a. Z ~ N(u = 0,02 = 1). Determine a probabilidades P(Z > 1.21).
Resolugao

Z ~N(u=0,02=1), 0=1

P(Z>121) =1-P(Z> 3=

o

=1-P(Z > 1220

=1-®(1.21)
— 1 — 0.88686
=0.1131

Resolugao em R

> 1-pnorm(1.21,0,1)
[1] 0.1131

Determine o grafico da funcdo de densidade de probabilidade através do seguinte comando

em R:
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> x=seq(-3,3, length=100)
> y=dnorm(x, mean=0, sd=1)
> plot(x,y, type="1", 1lwd=2, col="black", ylab="Probabilidade",

+ main="Funcao densidade ")

Funcéo densidade

dnorm
0.2 0.3 0.4
I I I

0.1

0.0

O gréfico da funcgao de distribuigao executa-se com a seguinte sequéncia de instrugoes:

> x=seq(-3,3, length=100)
> y=dnorm(x, mean=0, sd=1)
> y=pnorm(x, mean=0, sd=1)
> plot(x,y, type="1", 1lwd=2, col="black", ylab="Probabilidade",

+ main="Funcao distribuicao")

Funcao distribuicao

1.0

0.8

distnorm

0.4
I

0.2

0.0

04
L
&
o -
o o
& o
> -



116

Capitulo 5. Modelos Paramétricos

5.5.1 Variaveis normais

Dado o destaque das varidveis aleatdrias normais, iremos apresentar alguns resultados res-

peitantes & soma e média de varidveis aleatdrias.

e Se X ~ N(u,0) eY =aX + b com a e b constantes, entao

Y —~ N(ap+b,Va?o?)

e Se X; —~ N(u,04),i=1,2,...,n entdo
X=X1+Xo+ -+ X, ~ N(u,o0)

com pr =iy + po+ -+ py € 02 =02+ 03+ +02;

e Se X; ~ N(u,0),i=1,2,...,n sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas entao
X=X1+Xo+ -+ Xy ~ N(u1,01)

com iy = np e o3 = no’;

e Se X; ~ N(u,0),i =1,2,...,n, sdo sao varidveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas entao
X ~ N(u,0//n)

Lei dos Grandes Numeros (LGN): Esta lei estabelece que dada uma amostra de varidveis
aleatérias X1, -+ , X,, independentes e identicamente distribuidas com X, tal que pu = E[X],
entdo a média amostral X converge em probabilidade para y, i.e., a probabilidade de X

estar proximo de p (tdo préximo quanto se queira) tende para 1.

nlLH;oPGX —pul<e) =1

Uma consequéncia da LGN é que a frequéncia relativa de um acontecimento A converge para
a sua probabilidade, P(A).



5.5. Distribuicao Normal 117

O teorema seguinte garante que a soma de varias varidveis aleatdrias independentes e iden-
ticamente distribuidas tem distribuicao que se aproxima da Normal Reduzida para n grande
(n > 30).

Teorema do limite central (TLC): Sejam X7, X, ..., X, varidveis aleatérias independentes

2

e identicamente distribuidas com valor médio p e varidncia o° e consideremos a variavel

n
aleatdria Z X;. Entao,
i=1

2": X;—nu
i=1
ovn

X—p

a/v/n

~N(0,1) & ~ N(0,1)

Pelo TLC, podemos aproximar probabilidade referentes as v.a. y ;- X; e X, calculadas a
partir do modelo normal, qualquer que seja a distribuigao subjacente as v.a. X; ( variancia

finita), para n — oo .

Exemplo 5.7 O peso de um homem é uma varidvel aleatéria com distribuicao N(75,5).

Qual a probabilidade do peso de 4 homens (com pesos independentes) nao exceder 320kg?

Resolugao

Considerando Y = Z?:l X; com X; —~ N(75,5), i=1,..,4, Y —~ N(u,0) com p =
4x75=300¢e0%=4x25=100= o = 10;

320 — 300
S -

P(Y <£320)=P(Z
(v < 320) = P =

) = ®(2) =0.9772
Resolugao em R:

P(Y < 320) =pnorm(320,300,10)=0.9772499

5.5.2 Aproximacoes de distribuigoes discretas

e Se X — bi(n,p) com n grande e p pequeno entao X —~ Poisson(\ = np);

e Aproximagao da distribuicao binomial pela distribuicao Normal:
Se X; ~ Ber(p), i =1,...,n, entao S,, —~ Bin(n,p) e o TLC garante

Sp —~ N(np,/np(1 —p))

Esta aproximacgao é considerada boa para n > 30, np > 5 e n(l —p) > 5.
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e Aproximagao da distribuicao de Poisson pela Normal:

Uma v.a. que segue P()), com A inteiro, pode ser considerada como a soma de A
variaveis aleatérias de Poisson de parametro unitdrio. Assim, para A grande (> 5)
pode-se aproximar P(\) pela distribuicao N (X, vV/)).

As aproximacoes entre diferentes distribuictes serao visualizadas através de graficos. Nas
trés figuras seguintes pretendemos mostrar como a distribui¢do binomial é bem aproximada

pela distribuicao de Poisson para valores grandes de n.

Bi(5, 0.2) Poisson(1)

Probabilidade
0.2 03
I
Probabilidade

0.1
I
0.

Figura 5.13: Binomial vs Poisson comn =6, p=05e A=1

Apresentam-se a seguir as probabilidades dadas pelas duas distribuicoes que confirmam a

vizualizacao grafica observada na Figura 5.13.
Resolugao em R

> dbinom(0:10,5,0.2)
[1] 0.32768 0.40960 0.20480 0.05120 0.00640
[6] 0.00032 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
[11] 0.00000 0.00000

> dpois(0:10,1)
[1] 0.36788 0.36788 0.18394 0.06131 0.01533
[6] 0.00307 0.00051 0.00007 0.00000 0.00000
[11] 0.00000

Apresentam-se a seguir as probabilidades dadas pelas duas distribui¢oes que confirmam a

vizualizagao grafica observada na Figura 5.14.
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Bi(20, 0.1) Poisson(2)

0.25
I

0.20
I

I
0.15
I

Probabilidade

0.10
I

0.05
I

Probabilidade
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.00
I

Figura 5.14: Binomial vs Poisson com n =20, p=0.1e A =2

Resolugao em R

> dbinom(0:10,20,0.1)
[1] 0.12158 0.27017 0.28518 0.19012 0.08978
[6] 0.03192 0.00887 0.00197 0.00036 0.00005
[11] 0.00000

> dpois(0:10,2)
[1] 0.13534 0.27067 0.27067 0.18045 0.09022
[6] 0.03609 0.01203 0.00344 0.00086 0.00019
[11] 0.00000

Bi(100, 0.02) Poisson(2)

0.25
I
0.25
I

0.20
I
0.20
I

Probabilidade
0.10 0.15
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0.15
I

0.10
I

0.05
I
0.05
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I
0.00
I

Figura 5.15: Binomial vs Poisson com n = 100, p =0.02 e A = 2

Apresentam-se a seguir as probabilidades dadas pelas duas distribui¢oes que confirmam a
vizualizacao grafica observada na Figura 5.15 e comparamos os valores obtidos com os da

distribuigao Binomial com n=1000 e p=0.002 (situacdo com n grande e p pequeno).
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Resolugao em R

>dbinom(0:10,100,0.02)
[1] 0.13262 0.27065 0.27341
[6] 0.03535 0.01142 0.00313
[11] 0.00002

0.18228
0.00074

> dpois(0:10,2)
[1] 0.13533 0.27067 0.27067 0.18045
[6] 0.03609 0.01203 0.00344 0.00086
[11] 0.00004

> dbinom(0:10,1000,0.002)
[1] 0.13506 0.27067 0.27094 0.18063
[6] 0.03602 0.01197 0.00341 0.00085
[11] 0.00004

.09021
.00015

0.09022
.00019

0.09022
.00019

Terminamos a visualizacao grafica com as aproximacoes das distribuicées Binomial e Poisson

pela distribuicao Normal.

Para mostrar que as distribuicoes discretas Binomial e Poisson sao bem aproximadas pela

distribuicao continua Normal, foram calculados os valores das respetivas distribuicoes para

varios valores das varidveis aleatorias:

Resolugao em R

> x1<-¢(10,15,20,25,30,35,40,45,50,55)

> pbinom(x1,100,0.3)

[1] 0.00002 0.00040 0.01646 0.16313 0.
[6] 0.88392 0.98750 0.99946 0.99999 1.

> pnorm(x1,30,sqrt(21))

[1] 0.00001 0.00053 0.01455 0.13762 0.
[6] 0.86238 0.98545 0.99947 0.99999 1.

> x2<-c(20,25,30,35,40,50,55,60,65,70)

> ppois(x2,50)

[1] 0.00000 0.00001 0.00159 0.01621 0.
[6] 0.53752 0.78447 0.92784 0.98274 0.

54912
00000

50000

00000

08607
99703
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bi(100, 0.3) vs N(30,+/21) Poisson (50) vs N{50,/50)
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Figura 5.16: Binomial vs Normal e Poisson vs Normal

> pnorm(x2,50,sqrt(50))
[1] 0.00000 0.00020 0.00233 0.01695 0.07865
[6] 0.50000 0.76025 0.92135 0.98305 0.99766



122 Capitulo 5. Modelos Paramétricos




Capitulo 6

Estimacao Pontual

6.1

Introducao

Neste capitulo, vamos considerar que se observa uma amostra aleatéria de uma varidavel X,
e pretendemos identificar os parametros da distribui¢ao (Binomial, Poisson, Normal, ...)
que gerou esses dados. Numa prespetiva paramétrica é suposto conhecermos a forma do
modelo do qual os dados sao provenientes, o que na pratica se traduz por adaptar a varidvel
um conjunto de possiveis modelos e a partir da informagao prévia disponivel e da andlise
dos dados da amostra identificar o elemento da familia que melhor se adapta aos dados em

estudo.
Amostra aleatdéria simples

Uma amostra diz-se aleatéria simples quando: (i) cada elemento da populagao tem a mesma
probabilidade de ser escolhido; (ii) as observagdes realizam-se com reposigao, de modo que

a populacao ¢ idéntica em todas as extragoes.

Numa amostra aleatéria simples, cada observagao tem a distribui¢ao de probabilidade (fun-
¢ao massa de probabilidade - f.m.p.; ou fungao densidade de probabilidade - f.d.p.) da popu-
lagao. Seja f(z;0) a distribuigao de probabilidade da variavel observada X, e represente-se
uma amostra de dimensao n como (z1, 2, ..., Zy), onde z; representa o valor de x no i-ésimo
elemento. Na amostra observada todos os x;, ¢ = 1,...,n sao independentes e identicamente

distribuidos pelo que é valida a seguinte igualdade:

flz1, 29, ..., x0;0) = f(x1;0) f(22;0) ... f(2n;0).

123
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Sempre que se mencionar amostra aleatdria (a.a.) estd subentendido que a amostra é alea-

téria simples.

Exemplo 6.1 Seja X uma variavel aleatéria que segue uma distribuicdo de Poisson com
A = 2. Pretende-se determinar a probabilidade de obter a amostra (3,1,0,2,1).

Resolugao

Sendo X uma v.a. discreta, a probabilidade de se obter a amostra é igual ao produto da

funcao massa de probabilidade em cada valor observado da amostra, isto é

f(3,1,0,2,1) = f3)f(1)f0)f(2)f(1) =
=P(X1=3,Xo=1,X3=0,X,=2X5=1) =
= P(X =3)P(X = 1)P(X =0)P(X =2)P(X =1)

—29x
e 2
Como f(z)=P(X =z) = —, ©=0,1,..., para a amostra observada obtemos,
x!

6_223 6_221 6_220 6_222 6_221

3! 1! 0! 2! 1!

=e 2 ==—=—— = 0.00048

A probabilidade da amostra (3,1,0,2,1) ocorrer é de 4.8 x 1074,

Resolugao em R

> dpois(0,2) * dpois(1,2)? x dpois(2,2) * dpois(3,2)

[1]0.00048
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6.2 Estimadores Pontuais e Métodos

Dada uma amostra proveniente de um modelo paramétrico em que um ou mais parametros
nao estao especificados, torna-se necessario encontrar estimadores para esses parametros. Os
estimadores sdo expressdes que usam apenas a informacao amostral para atribuir valores,
estimativas, para os parametros desconhecidos do modelo. Vamos apresentar dois métodos
para obter estimadores: o método dos momentos e o método de maxima verosimilhanca,

para mais detalhe consultar, por exemplo, Pestana e Velosa (2010) e Murteira et al. (2010).
Método dos Momentos

Consideremos uma a.a. (z1,2,...,z,) de uma populagdo com fun¢ao densidade de probabi-
lidade (ou f.m.p.) f(x;0), em que § = (01,6,,...,0,) depende de r parametros. Pretende-se
estimar 61,60,...,6,.

O método dos momentos consiste em igualar os r primeiros momentos simples da amostra,

aos r primeiros momentos simples da populacao, i.e,

1 n
B(X") =~ >y
i=1

Exemplo 6.2 Seja (X1, X3,...,X,,) uma a.a. de uma populagao N(u, o) com dois parame-

tros desconhecidos, i e 0. Pretende-se determinar estimadores para u e o.
Resolugao

Temos que Var(X) = E(X2) — (E(X))? pelo que, sendo Var(X) = 0% e E(X) = p,
E(X?) =02 + u%. Entao, o sistema é

7

1 n
E(X):,u:EZ:EiZE
i=1

1 n
BE(X?) =0+ u?= EZw?
i=1
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A 2
Para os parametros u e o7,

sentados como fi e 2.

os estimadores obtidos pelo método dos momentos, sao repre-

=
Il
S|
M=

21 @)’
_;g

ou seja o estimador para p é a média amostral T e para o?

é a variancia amostral nao

corrigida.
Método da Maxima Verosimilhanga

O método da méxima verosimilhanga consiste em encontrar o estimador 6 que maximiza o
valor da fun¢éo de verosimilhanca para uma determinada amostra. Este método pode ser

aplicado para estimar mais do que um parametro em simultaneo.

Seja (x1,x2, -+ ,x,), uma amostra aleatéria obtida de uma populagao com funcao densidade
de probabilidade, f(z;0), em que 0 = (61,02,...,6,). A funcao densidade de probabilidade

conjunta (ou f.m.p. conjunta) das varidveis que constituem a amostra é dada por:

f(l'lyx%"' 7$TL;9) :f(33'179)f(33279) xrm Hf :L'u

dado queos z; i =1,--- ,n sao independentes e identicamente distribuidos. Para a amostra
x = (21,29, -+ , &), designa-se por funcdo de verosimilhanga a funcao de 6 e da amostra
tal que:

n

L(#;x1, 29, ,x,) = L(0;x) = Hf(xue)

i=1
Os passos a seguir permitem obter o estimador de maxima verosimilhanca:
1. Determinar a funcao de verosimilhanga L(6;x);

2. Se necessario aplicar a transformacao logaritmica & fungao de verosimilhanca in L(0;x) =

1(#). Esta transformacao, em geral, torna o problema da maximiza¢ao mais simples;

3. Determinar os pontos onde a 1% derivada da fungao L(#;x) ou In L(#;x) em ordem a

6; se anula (condicao de primeira ordem) com j =1,--- ,7:
OL(0;x) 0 dln L(0;x)
00; N 00; N

4. Verificar se a 2% derivada em ordem a 6; é negativa (condicdo de segunda ordem) com

jzl,"',T‘
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0?L(0;x) <0 0%In L(0;x)

ou
062 062

<0

Exempo 6.3 Uma sondagem realizada no distrito de Dili, a 600 pessoas mostrou que 150 sao
a favor do imposto extra, cujo valor serd usado no programa de desenvolvimento tecnolégico
"Para além de Dili”. Deduzir o estimador de maxima verosimilhanca para a probabilidade p

de uma pessoa escolhida ao acaso no distrito de Dili ser a favor do imposto extra.

Resolugao

Seja X: "Ser a favor do imposto extra para o desenvolvimento”. Os valores que X pode
tomar sao: 1 (resposta sim), 0 (resposta nao), como a varidvel é discreta e dicotémica,

X —~ Bernoulli(p) com parametro p = P(X = 1):

P(X=a)=p"(1-p)'"", 2=0,1

Célculo da funcao verosimilhanga:

n n
E ZT; n— E ZT;
i=1

n
=[[p" (1 —p)' " =pi=t  (1-p)
=1

Célculo da funcao log-verosimilhanga:

n n
E ZT; n — E Ty
=1

In L(p;x) = U(p) =T [p =1 (1 -p) -

:ln(p)Za:i—l-lH(l —p)(n—zxi)
i=1 i=1

o estimador de méaxima verosimilhanca para o parametro p, representa-se por p e obtém-se
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resolvendo a condicoes de primeira ordem:

d lanw,-—Hn(l—p) (n—Zw,)]
i=1

dl(p)_ i=1 _
En:l'i ’I’L—zn:l'i
o =l =1 _y
p I-p
Zn:l'i n—zn:w,-
o =L =1 _
p 1—p

Condigoes de segunda ordem:

d? |In pri—Hn(l—p) (n—Zw,)]

d*I(p) _ i=1 i=1
dp? d p?
n n
— Z s n — Z ZT;
_ =1 . i=1
p? (1—-p)?
n n
— ZI’Z n — Z ZT;
_ =l . i=1
p? (1-p)?
n n
— ZI’Z n — Z ZT;
_ =l . i=1
p? (1-p)

n n
— (1 =p)*> @i+ np® +p°)
i=1 =1
— <0, 0<p<l1
p*(1 —p)?

Concluimos entao, que o estimador de maxima verosilhanca de p é a média amostral de uma
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variavel de Bernoulli:
p=X

Neste exemplo temos

160
h— 0 — 025
P =500

Podemos escrever entao, que X —~ Bernoulli(0.25) = bin(1,0.25).
Exemplo 6.4

Seja x = (x1, 9, -+ ,x,) uma amostra aleatéria de uma distribuigdo normal, X ~ N(u;0),
com p e o parametros cujos valores sao desconhecidos . Determinar os estimadores para os

parametros u e o pelo método da méxima verosimilhanca.

Resolugao

Fungéao densidade de probabilidade (f.d.p.):

Funcao verosimilhanga:

Logaritmo da funcao verosimilhancga:

2.0\ 2y _ N 2 1 ¢ , 2
lnL(,u,a,x)—l(,u,a)——E(ln2+ln7r+lna)—F;(w,—,u).
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Condicoes de primeira ordem:

1

2
Gl(g,a ) _0 202 ZZxZ +2np) =0
K & &
o, 0% x)
o2 =0 202+Z 204_0

n
Zlﬂi—nﬂzo D1
=1

M =
B n = n 2 -
o _ 2aim1 (@i — p)
—n02+2(xi—u)2:0 o —%
i=1
U= UW=T
o2 — n-1yi@-—p? Ty a_n-1,
n n—1 n
Condigoes de segunda ordem:
O%l(p, 0% 1
(M?O-)x):__2n:_£<0
ou? 202 o
O?(u, 0% 1 < 20?2 130 (zi—p)? 1
G LSE N o N L PR Uk D SS1C St B
dot 2 o4 = 208 20% n n—1 o2
Portanto, os estimadores de maxima verosimilhanga obtidos foram:
Ia — Y — Z?:l XZ
n J— JR—
52 ~ (X; - X)? :n—lzn:(Xi—X)2 _n-lg
i n no= n- 1 n
Exemplo 6.5 Seja x = (x1,z2, -+ ,x,) uma amostra aleatéria de uma distribuigao de

Poisson, tal que X ~ Poisson(A). Determinar o estimador de méaxima verosimilhanca

(e.m.v.) para o parametro A.

Resolugao Seja X é uma v.a. com distribuicdo de Poisson de parametro A. Tomemos uma

amostra aleatéria x = (z1, 2, ,z,) entdo a fungao de probabilidade de X é:

AeA

P(sz):f(ﬂj‘): ) 33':0,1,2,'--

z!

A fungéo verosimilhanga é dada por:

n /\xie—A /\2?21 xi e—nA

L()‘;X) :H ;) = Hn K

i=1Ti*
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Para encontrar o estimador de maxima verosimilhanca para A, devemos encontrar o valor de
A para o qual a funcao de verosimilhanca L(\;x) é maxima. Apliquemos a fungao logaritmica

com o objetivo de isolar o parametro A:

T; —NnA n
I(A) =InL(A\;x)=In )\Znie =In [/\in e ™ —In [H :Ei!]
i=1

i=1
=lIn (/\Zx") +In (e_")‘) — Zln x;!
i=1

= Zn::niln)\—n/\—zn:lnazi!
i=1 i=1

Derivando a ultima expressao em ordem a A e igualando o resultado a zero, obtemos:

d () Z?:l i Z:‘L:l Li

75 U U A W
<:>Zi:1$2_)\
n

O estimador de méxima verosimilhanca do valor médio p é X. Vejamos se T é um ponto de
maximo:
n
d2l(\ Z .
(\) __i=EL
d \? A2

como o segunda derivada é negativa entao a funcao admite um maéaximo.

No quadro seguinte estao os estimadores de méaxima verosimilhanca para os parametros dos

modelos estudados:
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‘ Modelo ‘ Parametros Estimadores
Bin(1,p) D p=X
P(\) A A=X
" = . 1 < —\2
N(p,0) p, o | p=X, 6= n_lz;(Xi—X)

Vejamos agora as propriedades mais relevantes dos estimadores e que nos permitem escolher
entre varios possiveis estimadores para um parametro o estimador que apresenta as melhores
caracteristicas.

Propriedade da Invariancia

Se 6 ¢ o estimador de méxima verosimilhanca de 8 e g é uma funcgao bijectiva de 8, entao o

estimador de méxima verosimilhanga de g(0) é g(6).

Estimador centrado

Um estimador # do parfmetro 6 é centrado ou nao enviesado se e s6 se E(é) =40.
Viés ou Bias

Um estimador 6 de 6 que nao é centrado diz-se que é enviesado. O viés é dado por

E() -0

Exemplo 6.6 Sejam X1, -, X, varidveis aleatorias independentes e identicamente distri-
buidas com F(X;) = u parai=1,2,--- ,n. Os estimadores do tipo

n
p=a1X1+ - +a,X, com Zaizl
i=1

sao centrados para para o valor médio, u, qualquer que seja a distribuicao.

Exemplo 6.7 Sejam X1, -, X, varidveis aleatérias independentes e identicamente distri-
buidas com E(X;) = p para i =1,2,--- ,n. Mostre que X é um estimador centrado para o
valor médio, u.
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Resolugao Sejam X7,--- , X, varidveis aleatorias independentes e identicamente distribui-
das, com E(X;)=p i =1,--- ,n.

_ X4+ Xod+ -+ X

Concluimos entdo, que o E[X]| = p, logo X é um estimador centrado para o parametro f.

Exemplo 6.8 Mostre que
2

—~ O
Var(X] = —
n
Quaisquer que sejam X1, - -+, X, varidveis aleatorias independentes e identicamente distri-
buidas, com Var[X;] = 02 parai=1,2,--- ,n.

Resolugao

o X+ Xo+---+ X,
Var[X] =Var 1t Aad

n

- Var[Xi + Xo+ -+ X,
- 2
n

~ Var(Xy) +Var(Xa) +--- + Var(X,)
— =
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2
. ~ ~ g~ . , Al . /1 / N A .
Concluimos entao, que Var[X] = —, isto é, a variancia da média amostral é igual a variancia

n
populacional a dividir pela dimensao da amostra.

Estimador assintoticamente centrado
Uma sucessao de estimadores {6}, para o parametro  diz-se assintoticamente centrada

lim E(0,) = 0

n—o0

Erro quadratico médio

Num estimador nao centrado 6 de 6 uma medida da proximidade de 0 em relacdo a 0 é dada
pelo erro quadrético médio (EQM) definido por:

2

BQu () = E [(é _ 9)2} — Var(d) + [viés(9)” = Var(d) + [B(6) -]

Note que se 0 for centrado o seu EQM coincide com a variancia do estimador.

Exemplo 6.9 Seja X7 a tnica observacao de uma distribuicao de Bernoulli de parametro

X
p. Considere os seguintes estimadores de p: 17 = Xy e Th = 71

a) Indique qual destes estimadores é centrado.

b) Determine as variancias e os erros quadraticos médios para os estimadores propostos.

Resolugao

a) T é centrado pois o E[T1] = p.

T» nao é centrado, ou seja, é enviesado com viés igual a E[Tz] —p = —

p
2

b) Var[T1)=p(1 —p); Var[Iz] = p(1 — p) /4. Logo, Var[T1] > Var|Ts].
EQM [Th] = p(1 — p); EQM [T3] = p/4.



6.2. Estimadores Pontuais e Métodos 135

Consisténcia

Um estimador é consistente quando a medida que a dimensao da amostra, n, aumenta, os

estimativas aproximam-se do verdadeiro valor do parametro.

Condigoes suficientes de consisténcia: se § é centrado ou assintoticamente centrado e lim Var(0) =
n—o0

0 entao 6,, ¢ um estimador consistente de 6.
Eficiéncia

Entre dois estimadores centrados do mesmo parametro o mais eficiente é aquele que apre-

sentar menor variancia.

E entre dois estimadores assintoticamente centrados do mesmo parametro o mais eficiente

¢é aquele que apresentar menor EQM.

Entre os estimadores centrados, o estimador mais eficiente é o que apresenta menor vari-
ancia quando comparado com qualquer outro estimador centrado para o mesmo parametro

(eficiéncia absoluta).
Caracteristicas dos estimadores

Os estimadores obtidos pelo método dos momentos sao de um modo geral consistentes, tém

distribuigao assintética normal e nao sao os estimadores assintoticamente mais eficientes.

Os estimadores obtidos pelo método de méaxima verosimilhanca sao, assintoticamente cen-
trados, consistentes, invariantes, tém distribuicdo assintotica normal e sdo assintoticamente

mais eficientes.

Exemplo 6.10 Seja X uma v.a. discreta que toma os valores 1,2, e 3 com probabilidade

111

335’ respetivamente. Considere todas as amostras de dimensao 2.
a) Determine a distribuicdo amostral da média;

b) Mostre que X é um estimador centrado para a média populacional .

0.2

¢) Mostre que Var(X) = 5

Resolucao:

a) Célculo da distribuicao amostral da média:

A probabilidade de obter cada uma das amostras é dada por:
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Tabela 6.1: Distribuicdo amostral da média

Amostra | N2 de Amostras | Probabilidade | Média Amostral (T)
(1,1) 1 1/9 1
(1,2) 2 2/6 15
(1,3) 2 2/18
(2,2) 1 1/4
(2,3) 2 2/12 2.5
(3,3) 1 1/36 3
PL) = P(Xy = DP(Xy = 1) = s x 3 = o = =
P((1,2)) = 2P(X; = P =2) =2 x (3 x 3) =2() = 5
P((1,3)) = 2(P(X, = DP(X; =3)) =203 % ) =2(35) = 5
P((2,2)=P(Xy =2)P(X,=2) = 5 x 5 = = o
P((2,3)) = 2(P(X; =2)P(X; =3)) =203 x ) =2(35) = 5
P((3,3)) = P(Xi =3)P(X; =3) = 2 x ¢ = o

A probabilidade de obter cada valor da média amostral é dada por:

P(X =1)=P((1,1)) = 4/36

P(X =1.5) = P((1,2)) = 12/36

P(X =2)=P((1,3)) + P((2,2)) = 4/36 +9/36 = 13/36
P(X =25)=P((2,3)) =6/36

P(X =3)=P((3,3)) = 1/36

o 1 15 2 25
Xig 4 1213 6
36 36 36 36

g|}—~w

=
Il
=

b) Vamos agora mostrar que E/(
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O valor de E(X) é dado por:

— 4 12 1 1
E(X)zl><——|—1.5><—+2><—3—|—2.5><£+3><—:1.083

36 36 36 36 36
1 2 3
X 1 1 1
3 2 6

A média populacional é igual a:

1 1 1
=1lx-+2x-< - =1
7 ><3+ ><2+3><6 083

Concluimos entdo que E(X) = p.
_ 0’2
c¢) Pretendemos mostrar que Var(X) = 5

A variancia populacional é dada por:

1 1 1
02:(1><§+4>< §+9x6)—(1.083)2:0.484

Para determinar o valor da variancia da média amostral, vamos comecar por calcular
—2 ,
E(X7), que é dado por:

o 4 , 12 13 , 6 1
EX)=1x—+152x = +4x — 4252 x — — =3
(X7) = 1 g + 15° X oo +4 % o + 257 X o0 $9x o = 357

para obtermos o valor da variancia da média amostral, calculamos:

Var(X) =EB(X’

) — (E(X))?
= 3.57 — 1.0832

=0.242

Concluimos entao que,

- 2 484
Var(X) = % = % = 0.242

como pretendiamos mostrar.
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6.3 Dados Bidimensionais

6.3.1 Correlacao

Consideremos uma amostra bivariada (z;,v;), ¢ = 1,---,n, resultante da observacao de
duas varidveis z e y. Com o objetivo de identificar a tendéncia e relagao entre as duas
varidveis de interesse, comecemos por realizar uma representacao gréfica dos pontos (x;,y;)

num sistema de eixos perpendiculares a que chamamos diagrama de dispersao.

Vejamos alguns exemplos de possiveis relagoes e tendéncias entre os pares de valores corres-

pondentes as observacoes das varidveis = e y.

L
°

L
o

o
155 160 165 170 175 180 185
L

L
°

o 10 20 30 40 50 60 10 15 20 2 30 3 14 16 18 20

°
°

800 1000 1200
L

¥
u
d
400 600
L L
°
°

200
L

°
0
|
°
0
.
8

Se os valores de ambas as varidveis apresentam o mesmo sentido, isto é, ambas aumentam
ou diminuem, temos uma associacao positiva. No caso de apresentarem sentidos inversos,

isto é, uma varidvel aumenta e a outra diminui, temos uma associagao negativa.

Vejamos brevemente a classificacao das variaveis que estao associadas as caracteristicas em

estudo:
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Variavel qualitativa - quando apresenta varias categorias.

e Escala nominal: se a ordem das categorias nao tem significado (ex. estado civil, grupo

sanguineo).

e Escala ordinal: se a ordem das categorias tem significado (ex.acidez do azeite, nivel eco-

némico de uma populagao).
Variavel quantitativa - resulta da medi¢do de uma certa quantidade.

e variavel continua: assume qualquer valor num intervalo real.

e variavel discreta: assume valores num subconjunto finito ou uma infinidade numeravel de

valores.
Para as varidveis quantitativas podemos definir

e Escala intervalar: os valores numéricos possuem ordem e é possivel falar em diferenca
entre pontos da escala. Nao ha um zero absoluto, isto é, o zero nao significa a auséncia da

caracteristica (ex. escala de temperatura em graus Fahrenheit).

e Escala percentual ou de razao: tem as mesmas caracteristicas da escala anterior. H&

um zero absoluto, isto é, o zero significa a auséncia da caracteristica (ex. peso, volume).

6.3.2 Coeficiente de correlagao amostral de Pearson

Para quantificarmos o grau da relagao de linearidada entre as duas variaveis vamos usar uma

estatistica conhecida como, coeficiente de correlacao amostral de Pearson:
n — —
i 1 Zlﬂi—wyi—y
n—1 S S
i=1 °° Y

Observagoes

Este coeficiente é aplicado a dados quantitativos (escala intervalar ou percentual);
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-1<r<1;

r = +1 se e s se existir uma relagao linear perfeita entre as duas varidveis x e y, definida

por y; = a + bw;;

r = 0 significa auséncia de relacao linear entre as duas varidveis, podendo existir uma relagao

nao linear entre as duas variaveis;

Para transformacoes lineares dos dados r é invariante;

O valor de r permanece igual permutando as duas varidveis;

Variaveis independentes tém correlacao nula;

Correlagao forte pode nao significar uma relagdo de causa e efeito entre as varidveis;

Correlacao nula significa auséncia de relacao linear, nao invalida outro tipo de relagao fun-

cional entre as varidveis.

No software R: cor(x,y) ou cor(x,y, method = "pearson”).

6.3.3 Coeficiente de correlagao ordinal de Spearman

Quando pelo menos uma das duas varidveis se encontra em escala ordinal, para medir a

associacdo entre elas usa-se o coeficiente de correlagiao ordinal de Spearman

Cada par (z;,y;) é substituido pelas respetivas ordens (ord(z;),ord(y;)) e d; = ord(x;) —

ord(y;)
6 d;

-1
" n(n? —1)

Observacoes

Este coeficiente de correlacao é aplicado a dados que estejam em escala ordinal, intervalar

ou percentual.

A aplicacao deste coeficiente de correlagdo a dados em que apenas uma das varidveis estéd

em escala ordinal, obriga a conversao da outra varidavel numa escala ordinal;
-1<r<1;

r = 1 corresponde a uma mesma ordenagao;
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r = —1 corresponde a uma ordenacao contraria;

No software R: cor(x,y, method = " spearman’).

6.3.4 Coeficiente de correlagcao 7 de Kendall amostral

Outra medida de associacao entre duas variaveis em escala ordinal, intervalar ou percentual

¢é o coeficiente de correlacao 7 de Kendall.

1, se (w4,9i) e (z;,y;) concordantes

1 .
T= @ Z aij ai; =14 —1, se (x4, e (x;,y;) discordantes

<J 0, caso contrario

Os pares de dados (x;,¥;) e (x;,y;) sdo:
concordantes se z; < xj e y; < y; OU T; > Tj € Y; > Y;

discordantes se z; < xj e y; > y;j ou x; > x5 € y; < Yj
Observagoes

Este coeficiente de correlagao é aplicado a dados que estejam em escala ordinal, intervalar

ou percentual.
-1 <7<,
7 = 1 concordancia perfeita, 7 = —1 discordancia perfeita.

No software R: cor(x,y, method = " kendall”).
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6.4 Regressao linear simples

Vamos analisar agora uma situacao de estudo em que estao presentes duas varidveis quan-
titativas, que designamos por x e y e em que pode verificar-se uma relacao funcional entre
elas. A varidvel x vai representar a varidvel independente (existem estudos em que esta

variavel é controlada pelo experimentador) e a varidvel y representa a variavel dependente.

Através de um diagrama de dispersdo é possivel verificar a existéncia de uma possivel relacao
funcional entre x e y. Se essa relacao for do tipo linear, os pontos encontram-se dispersos
aleatoriamente em torno de uma reta, e o ajuste de um modelo de regressao linear de y em

x serd adequado aos dados.

Na regressao linear simples a relacao entre as variaveis x e y é da forma y = a + bx. Se o

valor de y estiver afetado de um erro aleatorio, e, entao escrevemos y = a + bz + e.

Para um conjunto de dados estatisticos (z;,vy;) i =1, -+ ,n temos entao

yi=a+bx;+e, i=1,---,n

O residuo, também designado como erro ou desvio, e; associado a i—ésima observagao (x;, y;),

é igual & diferenca entre o valor de y; e o valor i; = a + bz; ajustado pelo modelo:

yi=a+br;te =y +e
De um modo intuitivo podemos escrever que

dados = ajustamento + residuos

As constantes a e b sdo designadas como coeficientes de regressdo. Para ajustarmos uma
reta de regressao a um conjunto de dados é necessario conhecer estimadores para a e b que

serao obtidos por aplicagdo do método dos minimos quadrados a apresentar a seguir.

Nota: o termo linear no modelo de regressao esta associado aos coeficientes, donde todo o
polinémio do tipo 4§ = ag + a12 + agz? + - - - + apx? corresponde a uma regressao linear com

os coeficientes (parametros) agp,ay, -+ ,a, € a variavel x.
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6.4.1 Método dos minimos quadrados

O método dos minimos quadrados permite obter os melhores estimadores para os coeficientes

de regressao a e b.

Os estimadores para a e b sdo obtidos pela minimizagao da fungao de duas variaveis F'(a,b),
sendo esta funcao dada por:

n n

Fla,0) =3 (yi— (a+ b)) = (i —5:) = Y ¢
i=1

i=1 i=1

Se existir solugao do sistema esta corresponde a um minimo.

0 F(a,b)

~9a

0 F(a,b) _0
b

A minimizacao da fungdo F'(a,b) (corresponde & minimizacao da soma dos quadrados dos

residuos) tem como solucao

a=7y—0bx
n
Y ziyi-nTY
b:i:1
(n—1)s3

Nota: A prova de que a solucdo do sistema é um minimo, exige mostrar que a matriz

Hessiana (matriz quadrada das derivadas de segunda ordem de F') é semidefinida positiva.

6.4.2 Qualidade do ajustamento

A qualidade do ajustamento da reta de regressao é medida pela decomposicido da variancia

total dos dados y; (s7) ou da soma dos quadrados total SST = Z (y; — )%
i=1

n n

Swi—-0*=>_ @G -9+>_ (wi—5)
i=1

i=1 i=1

SST = SSA + SSE

se igualdade anterior for dividida por (n — 1) obtemos a seguinte igualdade

2 _ 2, 2
5, =85+ S

que em linguagem corrente se traduz como: variancia dos dados y; = variancia explicada

pela regressao de y em x + variancia residual.
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Observacgoes:
e SSE = 0, o ajustamento é perfeito, ou seja, a relacao linear entre as varidveis é perfeita,
e SSE = SST , o ajustamento linear nao é adequado;
e 0 <SSE<SST, o ajustamento é classificado como mediano;
SSE  SSA 9

~SsT ~ssT "
e 72 é 0 coeficiente de determinacio (0 < r? < 1);
e b= Tz—y, onde r é o coeficiente de correlacdo de Pearson;

x

[

SSA sk
SST 52

representa a fracao da variancia total que é devida ao ajustamento do modelo de regressao

linear;

quanto maior for SSA melhor é o ajustamento;

quanto mais préoximo de 1 estiver o quociente melhor é o ajustamento;
doei=0; >y =2 Ui

a reta dos minimos quadrados é muito sensivel & presenga de outliers (se possivel devem ser

excluidos do ajustamento);
o par (T,7y) pertence a reta de regressao;

a identificacao correta da varidvel independente (controlada) x e da varidvel dependente

(resposta) y é muito importante;
as retas de regressao de y em x e de x em y nao coincidem;

a previsao do modelo de regressao linear para z* é dado por i = a + bz*.
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6.4.3 Analise de Residuos

A inferéncia estatistica baseada no modelo de regressao linear assenta no pressuposto que os erros

de ajustamento sao normais, com valor médio nulo, ndo estao correlacionados e tém varidncia

constante. Assim, numa andlise grafica dos residuos devemos observar que estes:

nao devem apresentar padroes ou tendéncias: uma representacao grafica dos pontos (z;, €;)
deve ter um aspeto aleatorio;

devem estar numa banda horizontal, dado que a variancia deve ser constante;

devem formar uma nuvem de pontos simétrica em relagdo ao eixo dos xzx uma vez que a

média deve ser proxima de 0.

Vamos mostrar com um exemplo a aplicacao do modelo de regressao linear resolvido apenas

no R.

Exemplo 6.11 Considere o seguinte conjunto de dados bivariados

10 10 11 11 12 15 17 19 20 20 23 25 27 30
21.1 199 225 237 250 303 36.1 386 41.5 427 450 50.0 539 62.1

Esboce o diagrama de dispersao para os pontos (z,y).

Determine os valores de diferentes coeficiente de correlacao. Justifique qual o mais adequado.
Estime a reta de regressao linear.

Avalie a qualidade do ajustamento da regressao linear.

Estime o valor de y para z = 18.

Resolucao:

A resolucgao deste exemplo serd realizada apenas com o software R.

O diagrama de dispersao para os pontos (x,y) mostra que os dados apresentam uma dispo-

sicao em quase linha reta, pelo que o ajuste de uma reta de regressao é adequada.

No R:

> x<-c(10, 10, 11 ,11, 12 ,15, 17, 19, 20, 20, 23, 25 ,27, 30)
> y<-c(21.1, 19.9, 22.5, 23.7, 25.0, 30.3, 36.1, 38.6, 41.5,
+ 42.7, 45.0 ,50.0,53.9, 62.1)

> plot(y~x,xlab="x",ylab="y",main="Diagrama de dispersao")
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Diagrama de dispersao

oo

oo

oo

15 20 25 30

b) Célculo dos diferentes coeficientes de correlagao no R:

> cor(x,y,method="pearson")

[1] 0.9969425

> cor(x,y,method="spearman")

[1] 0.9966978

> cor(x,y,method="kendall")

[1] 0.9833783

O coefiente de correlacao de Pearson é o mais adequado para o tipo de dados do exemplo,

dado que ambas as varidveis s@o quantitativas e essa informacao é usada no célculo do

coeficiente.

Este coeficiente quantifica a relacao linear entre as duas varidveis e o valor

obtido foi de 0.997 o que indica uma correlacao forte entre as varidveis. Em relacao aos

outros dois coeficientes observamos que o coeficiente de Spearman é aproximadamente igual

ao de Pearson, enquanto o coeficiente de Kendall apresenta o valor menor de 0.983.

Estime a reta de regressao linear.

A reta estimada pelo método dos minimos quadrados

No R:

> aj<-1m(y~x)
> aj
Call:

Im(formula = y ~ x)

Coefficients:

é y = 0.957 + 1.996x.
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Diagrama de dispersao
(Intercept) X
0.9574 1.9960
d) A avaliagdo da qualidade do ajustamento da reta de regressao linear, y = 0.957 + 1.996x vai

ser feita usando o diagrama de dispersao dos residuos e o coeficiente de determinacao. Da

analise do diagrama de dispersao de residuos resultam os seguintes comentarios:
-0s pontos (xi, e;) apresentam um aspeto aleatorio;
-estao dispostos numa banda horizontal;

-formam uma nuvem de pontos simétrica em relagdo ao eixo dos xx uma vez que a média

deve ser proxima de 0.
-apresentam uma pequena dispersao com uma amplitude amostral dos residuos (= 3.69).

Concluimos entao que o diagrama dos residuos apresenta a configuracao desejada para um

bom ajustamento.

Calculo do coeficiente de determinacao:

No R:

> m<-mean(y)

> sst<-sum((y-m)"2)

> ssa<-sum((fitted(aj)-m)~2)
> r2<-ssa/sst

> r2

[1] 0.9938944
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residuos

Residuos do ajustamento linear

o

Observamos que o coeficiente de determinacdo r? é préximo de 1 (= 0.9939), o que é indi-

cativo de um bom ajustamento.

O valor estimado de y para z = 18 é dado por:

No R:

>predict(aj,list(x=18))

1
36.88514

Concluimos que o valor estimado de y para x = 18 é g = 36.9.
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Conclusoes e Trabalho Futuro

7.1 Conclusoes

Nesta seccao sao apresentadas as conclussoes e sugestoes para o trabalho na sala de aula de Pro-
babilidade e a Estatistica. O desenvolvimento do pensamento estatistico do aluno sera facilitado
se for introduzido o ensino da estatistica a partir de 72 ano e 82 ano do ensino basico. Esta ante-
cipacao segue a tendéncia mundial e melhora depois o ensino das Probabilidades e Estatistica no

122 ano do ensino secundario.

As Probabilidades e a Estatistica no ensino secundéario podem ainda valorizar o estudo de ma-
tematica discreta, muitos vezes relegada para segundo plano, através da simulacao de experiéncias
aleatorias que envolvem variaveis aleatorias discretas e a comparacao dos resultados amostrais com

os tedricos, obtidos a partir dos processos de contagem previstos no Célculo das Probabilidades.

A introducao ao pensamento probabilistico ja realizado no ensino secunddrio é importante
para o aluno adquirir uma correta intuicao probabilistica e ao ingressar no curso superior nao
tenha uma intuigao viciada dos fendomenos aleatérios discretao dada a pouca familiaridade com as

variagoes amostrais e com o estudo dos fendmenos aleatorios em geral.

Na vida quotidiana o volume de dados a que se tem acesso aumentou significativamente. Uma
educacao que favorega o exercicio consciente da cidadania, exige necessariamente que os alunos
tenham uma formacao estatistica que lhes permita desenvolver o seu raciocinio critico na andlise
de dados, interpretacao de graficos, de médias e de outras informagoes estatisticas e utilizarem a

Estatistica como um instrumento de tomada de decisao.

O software R revelou-se uma ferramenta de aprendizagem poderosa para visualizar e interpretar

os dados com os alunos a poderem chegar as conclusoes de um modo auténomo.

No presente trabalho sugerem-se algumas atividades didaticas na sala de aula:

149
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1. O conceito de probabilidade é introduzido na sala de aula com grupos de 2 ou 3 alunos a

realizar expeiéncias com moedas e dados;

2. Os alunos da turma registam a informacao relevante sobre eles proprios, como por exemplo,
a cor dos olhos de cada aluno e dos respetivos pais. O objetivo é saber se a relacao de

depedéncia linear entre a cor dos olhos dos pais e dos filhos é ou nao linear;

3. Os alunos listam as suas idades. O objetivo é estudar algumas propriedades como por

exemplo valor minimo e méaximo, média, mediana e moda;

4. Os alunos apresentam os dados das idades numa tabela para calcular a frequéncia relativa e

cumulativa;

5. Os alunos registam as notas da uma disciplina de duas turmas do mesmo ano e do mesmo

professor para analisar se as turmas tém o mesmo aproveitamento;

6. Os alunos analisam a dificuldade do exame nacional da disciplina Matemaética recolhendo
informagao sobre as notas de exame nacional do ano letivo anterior e as respetivas notas do

exame nacional de Matematica;

7. Nas distribuigoes de probabilidades, os alunos analisam os conjuntos de dados através de

tabelas ou de histogramas, para associar os modelos matemaéaticos mais adequados;

8. A Estatistica Inferéncial (estimagoes, intervalos de confianca e testes de hipdteses) sao in-
troduzidos a partir de exemplos contextualizados nas dreas de interesse dos alunos, sempre

que possivel com dados reais, fornecidos pelos proprios alunos;

9. Os alunos devem utilizar o software R para a apresentacao, visualizacao e intrepretagao dos

dados de modo a familizarem-se com as tecnologias.

Estas sugestoes para o ensino das Probabilidades e da Estatistica exigem que as escolas secun-
dérios disponham de equipamentos (Computadores) com o software R instalado e os professores

preparados para ensinar com recurso a este software.

Esta tese pretende ser um recurso didatico para a formacao em Estatistica dos professores.
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7.2 Trabalho Futuro

No futuro um dos objetivos sera a realizacao de formacoes para os professores do nivel secundério

de modo a conhecerem e usarem o R na aprendizagem das Probabilidades e da Estatistica.
Dinamizar a criacao de laboratérios computacionais na rede do ensino em Timor-Leste.

O sucesso de qualquer formacao depedente essencialmente do formador (professor), do seu

empenho, dedicacao e conhecimentos.

Um estudo sobre o nivel de utilizagao e aceitacao do software R é também importante para

propor novas estratégias de desenvolvimento do ensino das Probabilidades e da Estatistica.
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Anexo A

Do programa de Matematica do 122 de Timor-Leste foi transcrita a unidade tematica 9:

Organizacao e Tratamento de Dados, que se refere aos conteidos abordados neste trabalho.

As probabilidades fornecem conceitos e métodos para estudar casos de incerteza e para in-

terpretar previsoes baseadas em incertezas.

Este estudo, que pode ser em grande parte experimental, fornece uma base conceptual que
capacita para interpretar, de forma critica toda a comunicacao que utiliza a linguagem das
Probabilidades, bem como a linguagem Estatistica. As técnicas de contagem que aqui apare-
cem como auxiliar do calculo de probabilidades constituem uma aprendizagem significativa
por si s0, especialmente por se desenvolverem as capacidades do raciocinio e as conexoes

matematicas e menos a aplicacao das férmulas.

Considera-se ainda que o tema das Probabilidades constitui uma boa oportunidade para a
introducao de uma axiomdtica, uma das formas de organizar uma teoria matematica, permi-
tindo que os estudantes tenham uma melhor compreensao do que é a atividade demonstrativa
em Matematica. Por outro lado qualquer destes assuntos é bom para prosseguir objetivos

de trabalho em aspetos da Historia da Matemaética.

Abordagem da Estatistica e das Probabilidades completard as aprendizagem bésicas, com
algumas novas nocoes e ferramentas que nao podiam ser compreendidas no ensino pré-
secunddrio. A Estatistica é uma area favoravel ao desenvolvimento de certas capacidades
expressas nos curriculos, tais como interpretar e intervir no real; formular e resolver proble-
mas; manifestar rigor e espirito critico. Outro aspeto importante no ensino da Estatistica
é a compreensao da importancia da ciéncia e da investigacdo como um meio de resolver

problemas do homem e obter beneficios para a sociedade.
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Subtema 1: Probabilidades

Conteiidos

Metas de aprendizagem

Atividades praticas

Experiencia aleatdria.

Conjunto de resultades. Acontecimentos
Classificagdo de acontecimentos
OperagBes com acontecimentos.

Aproximagdes is para p
Aproximag3o frequencista
Definig3o cldssica ou de Laplace
Definigdo axiomatica (caso finito)

Propriedades da probabilidade.

Probabilidade condicienada e independéncia

0O aluno:
* Define experiéncia aleatéria;

3 ifica o conjunto de ou espago amastral de uma
experiéncia aleatdria;

. i e tipos de tos;

+ Realiza operagGes com acontecimentos;

- belece a aproximagio fr 2 de probabilidad

e Utiliza a lei de Laplace na resolugfo de problemas;
s Determina a probabilidade condicienada de dois ou mais acontecimentos;
. i il tos ir tes.

Determinar o espage amostral de uma
experiéncia aleatéria.

Comparar e classificar diferentes tipos de
acontecimentos.

Resolver exercicios que envelvam operagfes
com acontecimentos.

Resolver problemas usando as diferentes
abordagens concetuais para a probabilidade.
Determinar a probabilidade condicionada de
dois ou mais elementos.

imentos i

Contelidos

Metas de aprendizagem

Atividades praticas

Estatistica - Generalidades
Organizac3o e interpretacio de caracteres estatisticos
(gualitativos e quantitatives)
Medidas de tendéncia central e medidas de dispersio
Distribuigfies bidimensionais (aberdagem grafica e
intuitiva)
Reta de regressio
Varidveis discretas e continuas
FungZo massa de probabilidade
Distribuicio de prababilidades
Meodelo Binomial
Modelo de Poisson
Meodelo Normal

0O aluno:

+ Organiza os dados em tabelas e graficos;

* Representa graficamente os dados em estudo;

* Determina as medidas de tendéncia central e de disperséo de uma
amostra;

s Retira conclusdes das medidas encontradas;

s Constrdi a reta de regressdo;

* |dentifica varidveis aleatdrias discretas e continuas;

® Censtréi a fungdo massa de probabilidade de uma distribuigZo dada;

* Utiliza os modelos Binomial, Poisson e Normal;

* Resolve problemas usando os modelos referidos.
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Organizar em tabelas os dados obtidos.
Representar graficamente os dados obtidos.
Resolver exercicios para determinar as
medidas de tendéncia central e as de
analisando os
resultados obtidos.
Elaborar diagramas de dispersZoea
respetiva regra de regressdo e realizar
prediclies usando a reta de regressio
Resolver exercicios usando variaveis
aleatdrias discretas e continuas.
Usar os madelos estabelecidos na resolugio
de problema.




Anexo B

Processo de Instalagao do R: Siga as instrugoes de instalagao apresentados a seguir escolhendo
a opcao assinalada pela seta encarnada.

Decumentaner
Mol o ity o UNIX oo T
A e ————" T
DRl . pare s
¥ s p—
Baoka
Cofstion [ T I
E™
Mesico
bp.‘cron itam s Instinito Tecaologico Autonomo de Mexico
bt cst colpos s Remminror! Colegia de Postgraduados, Texcoco
Netherlands
it cean sl minror ol XL-Data, Amsterdam
bt/ cron-mivor cs w el Utrecht University
e New Zeaand
.Jma&gn . mﬂm.u Usiversity of Auckland
s Norvway
What'snew? bitp:/cron b oo/ Usiversity of Bergen
Downloati, Pack :
Y o ackage hite:/cron stat s echu phy University of the Philippines and PREGINET
CRAN Potand.
R Project ittt meteo yni wroc ol University of Wroclaw
Portgal /
Members & Donors g cran dec foup pt. University of Porto

Figura 7.2: Passo 2
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The Comprehensive R Arvchive Network

y : Vindows sad
heross ol

v
e + Dusnlaad 8 oL

- Devolead B o ()OS
ey - Dunnload R for Windoms
About [Souzce Cods for ail sisttoms
TR Jomi The sorces
RBies of Lok v
Backaess
e + Dl sapibo diie
ot et i core pondi fesr s o o epors
Mat + Soiroe code o e e of . bl e
EAQ:
Comiued + Comrbnerd extension ackages

e tions Ahout =

0kt ik e s o e i

What are R and CRAN?

Figura 7.3: Passo 3

R for Windows
Sebdrcctories.
bag
otz

‘Duncan Musdioch) This i what you waet 10 mstall R forthe st ime:

Une Ligges)
oy CRAN Wandon .

Mo Tools to bt R Mardock).
Whatsae? Rt Wandows, o o budd R sek

Tusk Vicws

Figura 7.4: Passo 4

@ R-3.1.1 for migdows (32/64 bit)
‘Dosiond K L1 for Windows (5 rmepbyes 3261 be) /

crer

Wt

Tk e

ey

Proquantiy asked qustiens

Othar builds

 Paches todisseleae are icorporated i the coptchod s ol

o * B iones

PSRRI S ———

Lt chmge: 20130710, by Do Merdoch

Figura 7.5: Passo 5

Nao foi possivel verificar o fabricante. Tem a certeza de que
pretende executar este software?

lﬂ Nome: ...edro da Silva Ximen\Downloads\R-3.1.1-win.exe
Publicader: Publicador Desconhecido
TipoAplicagdo
De: C:\Users\Pedro da Silva Ximen\Downloads\R-3.1....

im(ml

[¥] Perguntar sempre antes de abrir este ficheiro

0 ficheiro ndo tem uma assinatura digital valida que verfica o
@ fabricante. 56 deve de fabricantes

Figura 7.6: Passo 6
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# Controlo de Conta de Utilizador

. Pretende permitir que o seguinte programa de um
@ fabricante desconhecido faca alteracGes neste

computador?

Nome do programa: R-31.1-win.exe
Publicador: Desconhecido
Origem do ficheiro: Transferido da Internet

¥ Mostrar detalhes i Sim [ Nio ]

Alterar guando estas notificagdes sdo apresentadas

Figura 7.7: Passo 7

~

Seleccione o Idioma do Assistente de Insta!ag...&l

/@] Seleccione o idioma para usar durante a
Instalacdo:

|Portugués (Portugal)

5
—_

Figura 7.8: Passo 8

-
3 R for Windows 3.1.1 -

Bem-vindo ao Assistente de
Instalacdo do R for Windows
3.1.1

O Assistente de Instalag3o ird instalar o R for Windows 3.1.1
no seu computador.

£ recomendado que feche todas as outras aplicacdes antes de
continuar,

Clique em Sequinte para continuar ou em Cancelar para
cancelar a instalagdo.

(oo |

Figura 7.9: Passo 9
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Wiudcms 311-Ins

E importante que leia as seguintes informagdes antes de continuar.

Quando estiver pronto para continuar dique em Seguinte.

GNU GENERAL PUBLIC LICENSE -
Version 2, June 1991 D'

Copyright (C) 1989, 1991 Free Software Foundation, Inc,

51 Frankiin St, Fifth Floor, Boston, MA 02110-1301 USA
Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies
of this license document, but changing it is not allowed.

Preamble

The licenses for most software are designed to take away your
freedom to share and change it. By contrast, the GNU General Public
lLicense is intended to guarantee your freedom to share and change free
software--to make sure the software is free for all its users. This
Gmen:aEPd?i:ugaﬁeapp!iestomus.tofﬂmeﬁees.oﬂwml

[ <anterior |[ Segum:([cm:eiar ]

Figura 7.10: Passo 10

w thwmdms'l.l.[m“—gdo E

lecdione a localizacio de d
Onde deveréa ser instalado o R for Windows 3.1.1? R

i OR for Windows 3.1.1 serd instalado na sequinte pasta.
b

Para continuar, dique em Seguinte. Se desejar selecdonar uma pasta diferente, dique
em Procurar,

E necessério pelo menos 1,2 MB de espaco livre em disco.

[ <anterior || T concemr |

Figura 7.11: Passo 11
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18] R for Windows 3.1.1 - Instalacio

Seleccione os componentes
Quec deverdo ser i

Seleccione os componentes que quer instalar e desselecdione os componentes que ndo
quer instalar, Clique em Seguinte quando estiver pronto para continuar.

[Usu' Il S
Core Files 64,1M8
[¥] 32-bit Files 13,5M8
64-bit Files 15,4MB
Message translations 7,0 M8

A selecgdo actual necessita de pelo menos 101,0 MB de espago em disco.

e |

Figura 7.12: Passo 12

r — -
3 R for Windows 3.1.1 - Instalacio

Startup options
Do you want to customize the startup options? R

Please specify yes or no, then dick Next.

©) Yes (customized startup)
©) No (accept defauits)

Figura 7.13: Passo 13
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) R for Windows 3.1.1 - Inst

B

Seleccione a pasta do Menu Iniciar
Onde deverdo ser colocados os icones de atalho do programa? R

u Os icones de atalho do programa serdo criados na sequinte pasta do Menu
Inidiar.

Para , dique em Seg Se desejar sel uma pasta di dique

em Procurar.

] Procurar...

[ NSo aiar nenhuma pasta no Menu Inidar

Figura 7.14: Passo 14

Que tarefas adidonais deverdo ser executadas?

Selecdone as tarefas adidonais que deseja que o Assistente de Instalagdo execute na
instalagdo do R for Windows 3.1.1 e em seguida dique em Seguinte.

Tcones adicionais:

Criar icone no Ambiente de Trabalho
Criar icone na barra de Inidacio Rapida
Registry entries:

[¥] save version number in registry

[¥] Assodate R with .RData files

< Anterior || Seguinte > Cancelar

Figura 7.15: Passo 15
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Seleccione tarefas adicionais
Que tarefas adidonais deverdo ser executadas?

Seleccione as tarefas adicionais que deseja
instalacBo doR for Windows 3.1.1e em

icones adicionais:

que o Assistente de Instalagdo execute na

seguida clique em Seguinte.

[¥] Criar icone no Ambiente de Trabalho
Criar icone na barra de Iniciacio Répida

Registry entries:

[¥] save version number in registry

[¥] Associate R with .RData fies

< Anterior || Seguinte > Cancelar

Figura 7.16: Passo 16
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Anexo C

Apresentamos uma lista de funcoes bésicas, comandos para graficos e distribuicoes de pro-

babilidade, pertencentes aos pacotes basicos do R.
FUNCOES BASICAS
e combinacao das teclas CTRL+L: limpa todos os comandos da consola
e rm(x,y): apaga os objetos x e y
e NA: dado ausente (not available)
e help(comandoX): retorna ajuda sobre o comando X
e library(): lista todas as packages instalados
e library(help=nome): da informacao sobre a package "nome”
e help(package=datasets): obter ajuda sobre (p.ex) a package datasets
e library(name): carrega a package "nome”
e Is(package:nome): lista as fungdes e operacoes da package "nome”
e attach(nome): adiciona a package "nome”’ao path do R
e sum(x): soma todos os elementos de um objeto x
e mean(x,opcoes): média amostral
e quantile(x,p): quantil-p amostral
e summary (x): valores de x(1), q1/4,41/2: T, G374, T(n)
e fivenum(x): valores de extremos, quartos e mediana (por ordem crescente)

e boxplot.stat(x): valores dos outliers e das estatisticas associadas ao diagrama
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length(x): retorna o comprimento de um objeto x
rep(x,n): repete o nimero x, n vezes

seq(a,b,by=c): gera uma sequéncia de niimeros contidos entre a e b, distantes ¢ unidades

um do outro.

table(x) retorna uma tabela com as frequéncias absolutas de ocorréncia da cada elemento

de x

sort(x): ordena os elementos de x

sort (X,decreasing=T): ordena os elementos de X a decrescer
rank(x): ordem de cada elemento de x

range(x): extremos da amostra x(;) € z(y)

diff (range(x)): amplitude amostral 7, = z(,) — z(1)
IQR(x): amplitude interquartis q3/4 — q1/4

min(x): minimo de x

max (x): maximo de x

sum(x): soma das componentes de x

prod(x): produto das componentes de x

cumprod (x): produtos acumulados das componentes de x
cumsum (x): somas acumuladas das componentes de x
median(x): mediana de x

var (x): variancia de x

sd(x): desvio padrao de z

sd(x) /mean(x): coeficiente de dispersao s/T

mean ( (x-mean(x)) "r): momento central de ordem 7 : m,
m3/(m2"(3/2)): coeficiente de assimetria b;
m4/(m2"(4/2)): coeficiente de assimetria by

prod(a,b): funcao para multiplicagao de "a” e "b”
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sqrt(x): fungao raiz quadrada de x
factorial(a): fatorial de a
rep("a”,b): repetir a letra "a” b vezes
x<-c(1,3,5,3): atribui a z a sequéncia indicada
c(1,3,5,3): devolve a sequéncia introduzida
X<-¢("S","N","S"): atribui a X a sequéncia indicada
y<-x: atribui a y o objeto x
z<-c(al=7, a2=5): atribui a z uma sequéncia com nomes
c(X, "N"): acrescenta "N” & sequéncia X
c(x,4,3): junta novos elementos a x
x[c(2,4)]: seleciona o 22 e 42 elementos de x

x[-c(2,4)]: exclui o 22 e 42 elementos de x
x [x>=2]: seleciona elementos de x que sdo maiores ou iguais a 2
x>=2: testa se cada elemento de x é maior ou igual a 2
x==3|x==1: testa se cada elemento de x é 3 ou 1
X>=Q): testa se cada elemento de X é maior ou igual a 7 Q"
which(x==max(x)): posicdo do maior elemento de x
which(x>=3): posi¢ao dos elementos de x maiores ou iguais a 3
length(x): comprimento do objeto x
1:7 ou seq(1,7): forma sequéncia de inteiros de 1 a 7
2x1:4 ou seq(2,8,2): duplica os valores da sequéncia de 1 a 4
seq(3,1,-0.5): sequéncia de 3 a 1 com passo de —0.5
seq(from=3,to=1,1len=5): sequéncia de 3 a 1 com 5 elementos equidistantes
rep(1,7): sequéncia de 7 elementos iguais a 1

rep(x,c(1,1,2,4)): repete elementos de x com determinada frequéncia
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GRAFICOS
par(mfrow=c(a,b)): apresenta as figuras distribuidas em « linhas e b colunas

plot(x,y, opcoes): representa graficamente os pontos de coordenadas (x;,y;) onde z; e y;

sao as componentes dos vetores x e y

curve(f,a,b): representa o grafico de f no intervalo [a, D]
plot(table(x), opcoes): diagrama de linhas para amostra x
pie(table(x), opcoes): gréafico circular para amostra z

stem(x, opcoes): diagrama de caule-e-folhas para amostra z

hist(x, opcoes): histograma para amostra

barplot (x): grafico de barras para amostra x

boxplot (table(x)): diagrama de caixa-com-bigodes para amostra x
help(par): informacao sobre todas as op¢oes disponiveis para os graficos

pch: determina a simbolo a usar na representagao grafica de pontos; pode tomar valores de
1a25

col: codigo da cor ou nome da cor a usar

las: orienta os "labels”dos eixos

xlab=nome/ylab=nome: coloca o texto nome no eixo dos zx/yy
xlim=c(a,b) / ylim=c(a,b): fixa [a,b] como o intervalo do eixo dos zx/yy
main=nome: coloca o titulo nome no grafico

x<-c(): variavel indepedente

y<-c(): varidvel depedente

plot(y~x,---): diagrama de dispersao

Im(y~x,---): regressao linear simples, y = a + bx

Im(y~x-1,---): regressdo (passando pela origem), y = bx
abline(1lm(---)): acrescenta reta ajustada no plot dos dados

resid(): residuos do ajustamento linear e;
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cor(x,y,method=c(pearson,spearman,kendall)): coeficiente de correlacao de Pearson,

Spearman ou Kendall

sample (x, r, replace=FALSE,prob=NULL): simula uma amostra de dimensao r

DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Distribuicao Binomial

dbinom(x, n, p): P(X =x) fm.p.
pbinom(x,n,p): P(X < z) f.d.

pbinom(x,n,p, lower.tail=F): P(X > x)
gbinom(a,n,p): quantil de ordem a
rbinom(r,n,p): simula uma amostra de dimensdo r
Distribuicao de Poisson

dpois(x,lambda): P(X = z) f.m.p.
ppois(x,lambda): P(X < z) f.d.
ppois(x,lambda, lower.tail=FALSE): P(X > z)
ppois(p,lambda): quantil de ordem p
rpois(r,lambda): simula uma amostra de dimensao r
Distribuicao Normal

dnorm(x, m, s): funcdo densidade

pnorm(x, m, s): P(X < z) fungdo distribuicdo
pnorm(x,lambda, lower.tail=FALSE): P(X > z)
gnorm(p, m, s): quantil de ordem p

rnorm(r, m, s): simula uma amostra de dimenséo r
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